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I. Raisonnement par récurrence

Théoréme - Raisonnement par récurrence

Soit P(n) une propriété dépendant d’un entier naturel n.
On suppose que :

o P(0) est vraie.
o Pour tout entier naturel k fixé, si P(k) est vraie alors P(k + 1) est vraie.

Alors pour tout entier naturel n, P(n) est vraie.

(P(0) et (Vk €N, P(k) = P(k+1)) = VneN,P(n)

Soit (u,,) la suite définie par uy =0 et Vn € N,u, ; =u, +n+ 1.

Démontrer que la propriété P(n) : u,, = % est vraie pour tout entier naturel n.

Réponse

o Initialisation : @ =0 =wuy = 0 donc P(0) est vraie.
o Hérédité : soit k € N tel que P(k) soit vraie, c’est-a-dire u;, = @ Démontrons que P(k+1)

s o _ (k1) (k+2)
est vraie, c’est-a-dire u;, = —s -

Uppy = U+ h+1=F2ED L g1 — (B4 1) (2 4+1) = (k+1)E2 = EtLkD)
hypothése de récurrence

Donc P(k+ 1) est vraie.
Ainsi, Vk € N, P(k) est vraie = P(k + 1) est vraie.

o Conclusion : Vn € N, P(n) est vraie, c’est-a-dire, Vn € N, u,, = @

Théoréme - Raisonnement par récurrence a partir d’un certain rang

Soit ny € N et P(n) une propriété définie pour n > n,.
On suppose que :

o P(ng) est vraie.
o Pour tout entier naturel k > n, fixé, si P(k) est vraie alors P(k + 1) est vraie.

Alors pour tout entier naturel n > ny, P(n) est vraie.

(P(ng) et (Vk € Nk > ny, P(k) = P(k+1)) = VneN,n>n, = P(n)




Démontrer que Vn € [6, +oc],6n + 7 < 2"

Réponse

Posons P(n) : 6n +7 < 2"
o Initialisation : 6 x 6 4+ 7 = 43 et 2% = 64 or 43 < 64 donc P(6) est vraie.

o Hérédité : soit k € [6,+0o0] tel que P(k) soit vraie, c’est-a-dire 6k + 7 < 2¥. Démontrons que
P(k + 1) est vraie, c’est-a-dire 6(k + 1) + 7 < 2~F+L,
2+l =2 x 2k > 2 x (6k+7) = 12k + 14
hypothese de récurrence
Or 6(k+1)+7 =6k + 13 <12k + 14 car k € N. Donc 6(k + 1) +7 < 2~*!
Ainsi P(k + 1) est vraie.
Ainsi, Vk € N, P(k) est vraie = P(k + 1) est vraie.

o Conclusion : Vn € [6,+00], P(n) est vraie, c’est-a-dire, Vn € [6, +oc],6n + 7 < 2™.

Propriété - Inégalité de Bernoulli

Vae Ry ,VneN,(14+a)" >1+na

Démonstration - a connaitre

Soit a € R7.
Posons P(n) : (1 +a)™ > 1+ na.

o Initialisation : (1+a)? =1 et 1+ 0a =1 sonc (1 +a)® > 1 + Oa ainsi P(0) est vraie.

o Hérédité : soit k € N tel que P(k) soit vraie, c’est-a-dire (1 + a)* > 1+ ka. Démontrons que P(k + 1)
est vraie, c’est-a-dire (1 +a)** > 1+ (k+ 1)a.
(14+a)ft =1 +a)x (1+a)* > (1+a)(l +ka)>1+a+kat+ka®>1+(k+1)a+ka®?>1+(k+1)a

hypothese de récurrence
car k et a sont positifs.

Ainsi P(k + 1) est vraie.
Ainsi, Vk € N, P(k) est vraie = P(k + 1) est vraie.

o Conclusion : Vn € N, P(n) est vraie, c’est-a-dire, Vn € N, (1 +a)” > 1 + na.




II. Limites d’une suite

1.

a.

Généralités

limite infinie

Définition

Soit (u,,) une suite définie sur N ou une partie de N.
On dit que (u,,) tend vers +oo si et seulement si tout intervalle de la forme [A, +oo[ avec A € R contient
tous les termes u,, a partir d’un certain rang. On note alors nl_i)lfoo u,, = +00. On dit que (u,,) diverge vers
+00.

lim w, =400 < (VAeR,3Inyg e N,Vne N,n >ny, = u,, € [A, +0])

n—-+00

Interprétation géométrique

U, .
+
T P+
- —I_
__A_ ___:i_ _________ P
+
9] | o n

Pour tout nombre réel A, il existe un entier naturel n, tel que les points de coordonnées (n,u,,) avec n > n,
sont tous dans la partie du plan bleue, c’est-a-dire situés au-dessus de la droite d’équation y = A.

Définition

Soit (u,,) une suite définie sur N ou une partie de N.

On dit que (u,,) tend vers —oo si et seulement si tout intervalle de la forme | — 0o, A] avec A € R contient

tous les termes wu,, a partir d'un certain rang. On note alors lir+n u,, = —oo. On dit que (u,,) diverge vers
n—-+oo

—00.

lim w, =—00 < (VAER,In, e N\,VneN,n >n;, = u,, € — o0, A])

n——+oo

Propriété

Soit k£ € R.
e Si k> 0 alors les suites (kn), (kn?), (ky/n) et (ke™) divergent vers +oo.

o Si k < 0 alors les suites (kn), (kn?), (ky/n) et (ke™) divergent vers —oo.




Démonstration - a connaitre en partie

Intéressons-nous a la suite (kn).

Soit k € R,

Soit A € R.

Posons Vn € N, u,, = kn

Si A <0 alors Vn € N,kn > 0 > A auquel cas Vn € N,u,, € [A,+o0].
En posans ny =0, on a Vn > ngy,u,, > A

Supposons maintenant que A > 0.
U, >A <= kn>A < n>%
Posons n, = [%1 la partie entiere supérieure de %, c’est-a-dire le plus petit entier supérieur ou égal a %.

Ainsi Vn > ng,u, > A

Donc VA € R,3ny e NVn e N,n > ny = u,, € [4, +o0]

Ainsi lim wu, = +o00 ou encore lim kn = 400
n—+o00 n—+00

De méme pour les suites (kn?) et (ky/n).

Intéressons-nous maintenant a la suite (ke™).démonstration d connaitre
Posons Vn € N, v,, = ke

Si A <0 alors Vn € N, ke™ > 0 > A auquel cas Vn € N,v,, € [A4, +o0].
En posans ng =0, on a Vn > ngy,v,, > A

Supposons maintenant que A > 0.
v, 2 A <= ke" > A <= e">%>0
On rappelle que Vy € R, Jlz € R, e” =y
%>0 - EI!xOE[R,e””O:%

Posons n, = [z,] (partie entiére supérieure). On a donc ny > x.
La fonction exponentielle étant strictement croissante, on a :

YneN,n>n, = 6”26”026%2%

Donc Vn € N,n > ny = e”}%
VneNn>n, = ke > A

VneN,n>n, = v, €[A4,+00]

Donc VA € R,3ng € NVn € Nyn > ny, = v,, € [A,+00[

Ainsi lim v, = 400 ou encore lim ke™ = +o0
n—+o00 n—+00

La suite 3n? diverge vers +oo.
La suite —we™ diverge vers —oo.

Théoréme

Toute suite croissante et non majorée diverge vers +oo.

Démonstration - & connaitre

Soit (u,,) une suite croissante et non majorée.

(u,,) est non majorée donc VA € R,3n, € N,u, > A.
De plus (u,,) est croissante donc VA € R,3Ing € N,Vn e Nyn > ng = u

Ainsi lim wu,, =400
n—+0oo

>u, =>A

n ng




Soit la suite (u,,) définie sur N par u,, = 3n? + 2.

1. Démontrer que la suite (u,,) est croissante.
2. Démontrer que la suite (u,,) est non majorée.

3. En déduire la limite de la suite (u,, ).

Réponse

Loty —u,=Bn+1)2+2)— Bn?+2)=3[(n+1)>—n?] =3(n+1—n)(n+1+n)
Upip — U, =3x1x(2n+1)=6n+3>0carn>0
donc la suite (u,,) est croissante.

2. Soit A e R.
u, 2 A <= n+2>2A4A = In>2A-2 < n}%
Posons n, = [%]
Vn = ng,u, = A.
Ainsi VA€ R, Ing e N,VneN,n>ny = u, > A

Donc la suite (u,,) n’est pas majorée.

3. La suite (u,,) est croissante et non majorée donc diverge vers ~+oo.

lim w, =400
n—+oo

Remarque

Toute suite décroissante et non minorée diverge vers —oo.

limite finie

Définition

Soit (u,,) une suite définie sur N ou une partie de N. Soit £ un nombre réel.
On dit que (u,,) tend vers £ si et seulement si tout intervalle ouvert contenant ¢ contient tous les termes u

a partir d’un certain rang. On note alors lilJTrl u,, = ¢. On dit que (u,,) converge vers £.
n—-+oo

n

lim wu, =¢ <= (VI intervalle ouvert tel que £ € I,3Iny € N,Vn € N,n > n, = u,, € I)

n——+oo

Remarque

On peut aussi écrire :

lim u,=¢ < (Ve>0,Iny e N,Vne N,;n > ny = |u,, —¥¢| <e¢)

n—-+oo




Interprétation géométrique

Un,

g

Pour tout intervalle ouvert I, il existe un entier naturel n, tel que les points de coordonnées (n,u,,) avec
n > ng sont tous dans la partie du plan bleue, c’est-a-dire entre les droites d’équation y = ¢ —eet y = +e.

Propriété
Soit k£ € R.
] E & k. -n
Les suites <n>new*’ (nQ)neW, (‘/ﬁ)neh\l* et (ke™™), _,, convergent vers 0.
Démonstration

Intéressons-nous a la suite (%)
Soit k € R.
Posons Vn € N*,u,, = %

Soit I un intervalle ouvert tel que 0 € I.
Soient a et b deux réels tels que I =]a,b[. On a donc a < 0 < b
u, €I <= a<t <y

X an < k ”>E
a<;<b(:)an<k<bn<:> k<b S —
n

Posons ng = |_max (S, %)]
Ainsi Vn > ny,u,, € 1

n >

n >

Donc VI intervalle ouvert tel que 0 € I,3ny e N,Vne Non>nyg = u,, € [

Donc (u,,) converge vers 0. Soit lim £ = 0.

n—-+0o00

De méme pour les suites (%) o et (\/iﬁ) .
neEN® neEN*




Démonstration - suite

Intéressons-nous a la suite (ke ™)

Soit k € R*.
Posons Vn € N*,u,, = ke ™.

nelN’

Soit I un intervalle ouvert tel que 0 € 1.
Soient a et b deux réels tels que I =]a,b[. On a donc a < 0 < b

u, €1 <= a<ke ™ <b

Si k> 0 alors ke™™ > 0 > a. De plus, 3z, € R, e”0 = %

ke™" <b <= e‘"<% = e "<e™" &= —n<xy & n>—x.
Posons ny, = [—x |

Vn > ng, ke <b

Yn > ng,a<u, <b

Sik <0 alors ke™™ < 0 < b. De plus, 3lzy € R, e™ = 2

ke >a <= e "< § &= e "<e" &= —n<x &= n> 1.
Posons ny = [—z4]

Vn > ny, ke < b

Vn = ng,a <u, <b

Ainsi VI intervalle ouvert tel que 0 € I,3dn, € N,Vne N,n >ny = u, €1

Donc (u,,) converge vers 0. Soit lim ke ™™ = 0.
n—-+00

c. Suites sans limite
Définition
Il existe des suites sans limite. On dit qu’elles divergent.
La suite définie sur N par u,, = (—1)" diverge car n’a pas de limite.
En effet, Vn € N,u,,, = 1 et uy,, ., = —1.
On ne peut donc pas déterminer de limite a la suite (u,,).
2. Opérations sur les limites

Les regles opératoires sur les limites sont les suivantes :

Somme de deux limites

Si ligrn U, = 1 L £ | 400 | 400 | —00
n=1+00

Et si lirf v, = v +oo | —00 | +00 | —00 | —00
n=+00

alors lirf U, +v,=|€+C | o0 | —00 | +oo | FI | —00
nt=>+00

Produit de deux limites

Si lirf 0., = 14 £>0|¢>0]|£4<0|£<0]| +o00 | +o0 | —00 | O
n=>+00
Et si liI_El v, = v +o00 | —00 | 400 | —o0 | 400 | —00 | —00 | 00
n=+00
alors lim wu, Xxv, = [€x{ | 400 | —00 | —00 | 400 | +00 | —00 | 400 | FI
nk>+00




Quotient de deux limites

Casou lim v, #0

n—-+o0o
Si lim w, = 14 14 +o0 +o0 —00 —00 | %00
n—=+oo
Et si lir+n v, = | F0|xoo [ >0 <0 >0]0<0]| +oc0
n—-+oo
alors lim -2 = zﬁ/ 0 +00 —00 —00 +00 FI
ni—=+oo “n

Cas ou lim v, =0

nk=+00
Si lim wu, = £ >0 ou 400 ¢ <0 ou—oo £ >0 ou 400 ¢ <0 ou—oo
nk=>+00
e s . 0 avec 0 avec 0 avec 0 avec
Etsi lim v, =
ni+00 vneNwv,>0|VneNwv, >0 |VneNwv, <0 | VneNuwv, <0
alors lim 2= = +00 —00 —00 +00 FI

Un

n=+00

Remarque

Dans les tableaux ci-dessus, FI signifie forme indéterminée.
Il faut alors trouver une autre fagon de déterminer la limite de la suite (u,, +v,,)

(%)

N
On dit qu’il faut lever I'indétermination.

nenN’ (Un X vn)neﬂ\l ou

1. Déterminer la limite de la suite (wn)new de terme général w,, = 17n? —

B

2. Déterminer la limite de la suite (p,,) _, de terme général p, = 3n? — 2n.

3. Déterminer la limite de la suite (pn)nEN de terme général g, = g::}
Réponse
1. Posons u,, = 17n? et v,, = —\%. On a alors w,, = u,, +v,,.
Or lim wu, =400
nt—>+00
Et lim v, =0
nk+00
Donc lim w, = +o0
n—+00
2. Posons u,, = 3n? et v, = —2n. On a alors p,, = u,, + v,
Or lim w, =400
nk—=+00
Et lim v, =—o0
nk—-+00

Donc lim p, = FI
n—-+oo
Il faut donc lever I'indétermination.
P, = 3n% —2n =n? (3—%)
Posons u;, = n? et v, =3 — 2. On a alors p,, = u], X v],.
Or lim w, =+4+ocoet lim v, =3

nk—=+o0o nk—+oo

Donc nginoopn = fo0.

10




Réponse - suite
3. Posons u, =n?+1et v, =3n—1. On a alors g, = ta,
. n
Or lim w, =400
ni—_>+oo
Et lim v, =400
nk—=+4o0o
Donc hm g, =FI
+
11 faut donc lever I'indétermination.
_ o241 _ PP(l4y) 1ty
T Uy e § R LR v
. 1 . 1 : 1""% 1
Or lim 1+=5=1et lim 3— = =3 donc lim = =3
nstoo T nk>—+00 @ n4oo 3—%
De plus lim n = +o0
n——+oo
. +35
Donc lim n x —2 = 4+
nk+o00 3=%

3. limites et comparaison

Propriété - admise

Soient <u”)ne[N et (vn)new deux suites convergentes telles qu’a partir d’un certain rang, u,, < v,,.

Alors lim u, < lim v,
n—+00 n—-+oo

Soit (uy,), _,, la suite définie par u, = 3 — L. On suppose (u,,)

dans le paragraphe sur les suites géométriques).

nep Convergente (on pourra le démontrer

1. Démontrer que Vn € N, u,, < %

2. En déduire que lim wu, <O0.

nk+00
Réponse
1. Soit n € N. 1 =(%)n>0.
Donc——<0pu1s%—2%<%.

Douun<5.

i i 3 3 3
2. On sait que ngrfw = = 0. Donc (u,,) nen € ( )neN sont convergentes. De plus, u,, < =.

n

Donc lim u, < lim 2, cest-a-dire lim w, <0.
n+00 nis+oo ™’ n—+o00

Propriété

Soient (u")new et (vn)neIN deux suites convergentes telles qu’a partir d’un certain rang, u,, < v,,.

On a alors :
e si lim w, =+ooalors lim v, =+o00
n—=-+o0o n—=-+o00
e si lim v, =—occalors lim w, =—oc0
n—-+o0o n—-+o0o

11



Démonstration - a connaitre

So/ient (un)ne[N et .(vn?new deux suites convejrgentes telles que Vn € N,u,, < v,,.
Démontrons que si lim w,, = 400 alors lim v, = +o0

nk=+-00 nk—+00
Soit A € R.
lim wu, = 400 donc In; € N,Vn > ny,u,, € [A;+o0|
nk—+00

Soit encore In; € N,Vn > ny,u, > A
A partir d’un certain rang, u,, < v,, donc In,, Vn = ny, u,, < v,.

Posons n, = max(nq,n,).
Vn > ng, A<u, <v,
vn > ng,v, = A

Vn = ng, v, € [4;+o0]

Ainsi VA € R,3ng € Nyn > ny, = v, € [4;+0[

Donc lim v, = 400
ni—+o0o

Soit (u,,), ,, la suite définie par u,, =n + cos(n).
1. Démontrer que Vn € N,u,, > n — 1.

2. En déduire que lim wu,,.
nk>+00

Réponse

1. Soit n € N. cos(n) = 0.
Donc n + cos(n) > n — 1.
D’ou u,, > n—1.

2. lim n—1=+ocoet que Vne N,u, >n—1.

ni—-+oo

Donc lim wu, = 400
n—+oo

Théoréme des gendarmes

Soient (un)new, (Un ), €6 (wy), ,, trois suites. Soit £ € R.

Si
o & partir d'un certain rang, u, < v, < w,
e lim w,= lim w, =/
n—-+00 nk-+o0o

Alors lim v, =/
nk>+00

12




Démonstration

Soient (u,,)
leR.

De plus lim u, = lim w, =/
n——+o0o ni—+o0o
Soit I =]a; ] un intervalle ouvert contenant /.

et (wn)new trois suites telles qu’a partir d’un certain rang, u, < v, < w,, . Soit

neN’ <Un)n€[N w

ml—l>glooun =/{donc In; e N,VneN,n>n; = wu, €1
n.lirfmw" =/{donc In, e N,Vn e N,n >ny, = w, €1
A partir d’un certain rang, u,, <v,, < w,, donc Ing € N,Vn € N,n > ng = u, <v, <w,
Posons n, = max(n,, nqy, ng).
u, €1
VneNn=2ny, = <w,cl
u, <U, LW

n n n

VneN,n>ny, = a<u, <v, <w, <pf
VneN,n=>2ny, = v, €1

Donc lim v, =/
nk=+00

Soit (v,), ,, la suite définie par v, = <_nlz)n.

Déterminer lim wv,,.

n—-+00

Réponse
Soit n € N.
Ona—-1<(-1)" <L

— —-1)"
Donc n—% < (1n—2) < #.1
Ou encore = <, < 5
Posons u,, = ;—% et w, = #
On a donc u,, < v, <w,

Ainsi, Vn € N,u,, < v, <w

ne

De plus, lim u, =0et lim w, =0.
n—=-+0o00 ni—-+00
Donc d’apres le théoreme des gendarmes, lim v, =0

ni——+0o0

III. Convergence d’une suite

Théoréme

o Toute suite croissante et majorée converge.

o Toute suite décroissante et minorée converge.

13



n—1

Soit (u,,) la suite définie sur N par u,, = 705

1. Démontrer que Vn € N,u, <1

2. Démontrer que la suite (u,,) est croissante.

n

)
3. En déduire que la suite (u,,) converge.

4. Déterminer lim wu,,.

n—-+o0o
Réponse
1. Soit n € N.
_n-1__ nt+1-2 __ntl 2 __ 1 _ _2
Up =l = miT —ntl  ard — L - mzS1
Donc Vn € N,u,, <1
2. u _ gy =nfl=l nsl o n o onol n(ntl) _ (n=1)(n+2) _ n?+n _ n?-nt2n—2 __
© oA+l n — n+tl4l n+l = n+2 n+l = (n+1)(n+2) (n+1)(n+2) = (n+1)(n+2) (n+1)(n+2) —
n?4n-—n24+n—2n+2 __ 2 >0
(n+1)(n+2) — (n+1)(n+2)

vn € N,u,,; —u, > 0 dons la suite (u,,) est croissante.

3. La suite (u,,) est croissante et majorée donc converge.

i 2 _ i 2 _
4. nEIPoo 47 = 0 donc nginoo 1--45=1
Ainsi lim u, =1
n——+oo
f Propriété
Soit ¢ € R.

o Sig< —1alors (¢") n’a pas de limite.

e Si—1<g<1lalors lim ¢" =0.

n—+o0o

e Sig=1alors lim ¢" =1.
n—-+00

e Sig>1alors lim ¢" = +oc.

n—+oo

14




Démonstration - a connaitre

Soit g € R.

e Supposons que g > 1
Posons a = g— 1. On a alors ¢ =1 + a.
q" = (14+a)™ > 14 na d’apres 'inégalité de Bernoulli.

Or lim 1+ na=+oo donc lim ¢" =40
n—+0oo n—-+0oo

e Supposons que g = 1
YneN,¢g"=1"=1

Donc lim ¢" =1
n—+o0o

e Supposons que 0 < g < 1

Posonsp:%.
O<q<1:>%>1:>p>1
1 _ (1\" _
De plus = (E) =p"
q 2 1\"™ g 1
Donc lim ¢"™ = lim (—) = lim = =0
n—+0oo n—-+oo \P n—+oo P

Supposons que —1 < g < 0
Posons p = —q.
—1<g¢g<0 = 0<—4q<l = 0<p<1

Ona—p < g<pdonc (—p)" < ¢" < p" et donc —p" < ¢ < p".
Or lim p” =0donc lim —p™ =0
n—-+00 n—+00
Ainsi, d’apres le théoréme des gendarmes, lim ¢" =0
n—-+oo
e Supposons que ¢ < —1

a 2n __ g _1)\2n( _ ,\2n _— 2 _ 4)2n —

nfe? = BT = B (g8 = oo
> >

: 2n+l _ 1 120+l 2041 i ()20l

i = B G = e =Y >
>0 >0
Propriété

o La suite (e™) diverge vers +o0.

o La suite (e™") converge vers 0.

15




Démonstration

o Considérons la suite (e™).
Démontrons par récurrence que Vn € N*, e™ > n.
Appelon P(n) : €™ > n

— Initialisation :
el =e>1 car e~ 2,78 Donc P(1) est vraie.
— Hérédité :
Supposons qu'’il existe k € N* telle que P (k) soit vraie. montrons que P(k + 1) est vraie.
el —ex ek > ek
Orek>k+1 = eck—k>21 <= kle—1)21 < k}:ll
Ore—l)ld’oﬁﬁgl
Ainsi k > 5
On a bien e > ek > k+1
Donc P(k + 1) est vraie.

— Conclusion :
Vn € N*, P(n) est vraie. Vn € N*, ™ > n

Or lim n = +oo donc lim e" = +oo.
n—-+o0o n—-+4o0o

La suite (e™) diverge vers +oc.

e YneNe =21,

=
Or lim e" =400
n—>+qo
Donc lim e ™ =0
n—+oo

La suite (e~™) converge vers 0.

On peut aussi écrire lim e"” =0
n——oo
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IV. Algorithmes

Recherche de seuil

On consideére une suite (u,,) (dé)croissante définie par sa valeur u, = k donnée et une relation de récurrence
f(u,,). Pour trouver a partir de quelle valeur n € N, on peut utiliser I’algorithme suivant implémenté en
Python.

1 def seuil(nb):

2 u=k

3 n=0

4 while u <(>) nb:
5 u=f (u)

6 n=mn+1

7 return n

8

En prenant I'exemple précédent qui permet de trouver /5, déterminer la valeur de n afin que u,, < 2,237,
on utilisera I'algorithme suivant implémenté en Python :

1 def seuil(mnb):

2 u=2

3 n=0

4 while u > nb:
5 u=(u+5/u) /2
6 n=mn+1
7 return n

8

Dans la console, on tape :

1 >>> seuil(2.237)
2 2
8]

V. Approfondissement

1. Suites adjacentes

Définition

Deux suites (u,,) et (v,,) sont adjacentes si et seulement si :
o (u,,) est croissante
e (v,,) est décroissante

e lim v, —u =0
n—+oo n n

Propriété

Deux suites adjacentes convergent vers la méme limite ¢ € R.
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Démonstration

Soient (u,,) et (v, ) deux suites adjacentes telles que :
* (u,) est croissante donc Vn € N,u, ; —u, >0
e (v,) est décroissante donc Vn € N,v, ; —v, <0

e lim v, —u =0
n—+oo n n

Posons Vn € N, h, =v,, —u,
Soit n € N. thrl _ hn = (vn+1 - un+1) - (Un — un) = Upt1 — Uy +un —Upt <0

<0 <0

Donc Vn € N,h, 1 —h, <0
La suite (h,,) est donc décroissante et tend vers 0 donc est positive.
vneNh, 20 < VneNv,—u, 20 < Vnec N, >u,

On en déduit que :

e Vn e N,u, <wv, <v, car (v,) est décroissante.
(u,,) est donc croissante et majorée donc converge vers un réel ;.

e Vne N u, <u, <wv, car (u,) est croissante.
(v,,) est donc décroissante et minorée donc converge vers un réel .
Or lim v, —u, =0donc ¢, —¢; =0.

n—+oo

3=

Soient les suites définies sur N* par u,, =1—21 et v, =1+
Démontrer que les suites (u,,) et (v,,) sont adjacentes.

Réponse

u _un:(l_ 1 )_(1_%):%_ 1 _ ntl-n 1<

n+l n+1 n+1 n(n+1) n(n+1)
Donc la suite (u,,) est croissante.

De méme, la suite (v,,) est décroissante.
Un—un:(l"i_%)_(l_l):g

n n
Or lim £ =0donc lim v, —u, =0.
n—-+o0o n—+o0o

Les suites (u,,) et (v, ) sont donc adjacentes.

Or lim 1—21 =1 et les suites (u,) et (v,) convergent vers 1.
n—+00

S v

2. Relation de récurrence d’ordre 2 a coefficients constants

Définition

Une suite (u,,) est une suite récurrente d’ordre 2 & coefficients constants si et seulement si il existe deux
réels a et b tels que Vn € N,u,, ., = au, ., + bu,

18



Théoréme - Raisonnement par récurrence

Soit P(n) une propriété dépendant d’un entier naturel n.
On suppose que :

o P(0) est vraie.
« Pour tout entier naturel k fixé, si P(k) et P(k + 1) sont vraies alors P(k + 2) est vraie.

Alors pour tout entier naturel n, P(n) est vraie.

fo=1
On consideére la suite de Fibonacci (f,,) définie sur N par fi=1
fn+2 = fn+1 + fn

1. Calculer f,, f5 et f,.
2. Démontrer par récurrence que vn € N*, f, ., > f, > 0.
3. En déduire le sens de variation de la suite (f,,). On admettra par la suite que ngllloo fn =00
4. Soit<p:1+T‘/get<p/:¥:—é.
Donner la valeur exacte de ©? et ¢’
5. Démontrer par récurrence que f,, = %(gp”“ — pmtl),

6. On considere la suite (v,,) définie sur N par v, = f;—:l
’ -1 n+1
(a) Démontrer que Vn € N,v,,,; —v, = (fn;nm .

(b) On pose Vn € N,p,, = vy, 41 €t ¢, = Vg,
Démontrer que les suites (p,,) et (g,,) sont adjacentes.

(c) En déduire que la suite (v,,) converge.

(d) Démontrer que la suite (v,,) vérifie Vn € N,v, ., =1+ i

(e) Déterminer la limite de la suite (v,,).
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Réponse

L fo=h+f=1+1=2
fa=fo+tfi=2+1=3
fa=fs+fo=3+2=5

2. Soit P(n): fr4y = f, > 0.

e Initialisation :
fo=2et fy=1donc fy > f; >0
P(1) est donc vraie.
o Hérédité :
Supposons qu'’il existe k € N tel que P(k) et P(k + 1) soient vraies.
Cest a dire f.; > fr, >0et fr o > fr 1 >0.
Ou encore fi o > fr1 > [, >0

Jors = fere + o1 > frya >0
Donc P(k + 2) est donc vraie.

o Conclusion :
Vn € N, P(n) est vraie.
vneN, f,.1 > f,>0.

3. VneN, f, ., > f, donc (f,) est strictement croissante.

4. p? (1+\/5>2 _ 1+2Z§+5 _ 6+i\/5 _ 3+2\/5
2 _ (1—\/3)2 _ 1—2f+5 _ 6—‘21\/5 — 3—2x/5

5. Soit P(n): f, = \/Lg((anrl . SOmH)

o Initialisation :
1

T =) = F (B -58) =1=f; (@ —0?) = Flo—¢)e+¢) =

1=f
P(0) est donc vraie.

o Hérédité :
Supposons qu'’il existe k € N tel que P(k) et P(k + 1) soient vraies.
C’est a dire f, = \/ig(cp"“rl — ") et fi = \/ig(cp"“r2 — '*2).
fk+2 — fk+1 + fk — \/Lg(solﬁz _ SO/IchQ) + \}g(SOkJrl _ gO’kJrl)

fk+2 — \/_g(@k+2 _ sD/k—i-Q + s0k+1 /k+1) _ ( k+2 + (pk—i-l QD/k+2 (p/k—kl)
Or pFt2 4 phtl = g0k+1(g0 +1)= k+1(1 f +1) = SDkH( ) PFHL 2 = okt
@FH2 kel = R (o 4 1) = <,0/k+1( 54 1) = /k+1(3 2\/5> = k2 =
.. 1 /
Ansi fyyp = £(*? — o™*9)
Donc P(k + 2) est donc vraie.
» Conclusion :
Vn € N, P(n) est vraie.
_ 1 n+1 /n+1
vn €N, f, = = (" — "),
6. On considere la suite (v,,) définie sur N par v,, = %
(a) Soit n € N.
o g fun  Fun  faafa PR Fesafa—fia
n+1 n fn+1 fn fnfn+1 fnfn+1 fnfn+1

1x1=

7k+3
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Réponse - suite

/ / / 2
Or f +2f fn+1 \/Lg((anrS — n+3> % \/Lg(sanrl — n+1> . (\/Lg(gpn+2 — n+2>)

2 1

fn+2fn _fn+1 =5
2 _ 1

fn+2fn _fn+1 - 5
1

5

(=

fn+2fn _f721+1 =

<802n+4 S071—&-.‘3()0/77,—}-1 (P/TH_BQO?H_I + S0/217,—|-4) _ %<¢2n+4 _ 2¢n+2<p/n+2 + S0/277,-',-4>
+3 1 n+1 11 1 n+3 t2( 1 n+2>

(e —em (=) 2 ()

(( 1 n+2 2 (_1)n+4i_’_2( 1)n+2)

1

02
n+1 n+1 o
fn+2fn — f727,+1 = % (_(102 _ 2) ) (_34‘2\/5 =1 2\/5 _ 2)
=1l n+1
Favafn = fin = x5 = <— >"“
Ainsi v, —v, = U
ntl B ol
(b) Soit n € N
(_1)2n+3 (_1)2n+1
Prt1 — Pn = Uzn43 ~ V2pt1 = V2nt3 ~ Vony2 T Voni2 ~V2n1 = 7, o5 Voo
-1 -1 _ _ 1 1
Pny1 = Pn = Joni2fonia + fonfonsz (f2n+2f2n+4 + f2nf2n+2> <Ocar Vn € N’fn >0
Donc (p,,) est décroissante.
De méme (g,,) est croissante
. o ( 1)2n+1 o 1
Enfin nl_lg,I_loop T = nl_l)r.:,{loo Yant1 — Yan = nl_g{loo Fonfoniz n1_>1_~1:loo Fonfonie = Uz n1_1>I.Poo f

400
Ainsi les suites (p,,) et (g,,) sont adjacentes.

Les suites (p,,) et (g,,) sont adjacentes donc convergent vers la méme limite £.

On a donc lim Uy, = lim v =/
n—+ 2n n——+oo 2ol
Donc lim v,
n—+oo

Soit n € N.

_ Jnie _ fauaitfn _ S 1 I 1
n+1 o fn+1 o fn+1 _ fn+1 + fn+ f’}iJrl =1 Up

n

Ainsi Vn € N,v, ; =1+ 1

Soit £ = lim w,
n—+00

Onavuque‘v’neh\l Vpy1 —1+—

Donc par passage a la limite, on a

€:1+£

Soit encore 2 =¢+1dout?—¢—1=0

¢ est donc la solution positive de I'équation 22—z —1 = 0 car ¥n € N,v,, > 0car Vn € N, f, >0
A=(-1)2—-4x1x(=1)=5>0

L’équation 22 — z — 1 = 0 admet donc deux solutions :

2y =G — 15 _ o <
0y = A 17
Donc ¢ = 1+2‘/5

: 1+V5

Le nombre ¢ = 1+‘F est appelé nombre d’or.
On peut donc en trouver une valeur approchée par les termes de la suite (v,,).
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3. Etude de la convergence de la méthode de Héron

Le but de la méthode du Héron est de déterminer une valeur approchée de y/a avec a € R.
zg = [Va]

Soit (z,,) la suite définie par T, + 2+

Vneh\l,an:T

a * . 2
1. Démontrer que Vn € N*,z,, > \/a. On pourra donner une expression de ;, ., —a avec n € N.
2. Démontrer que la suite (z,,) est croissante a partir du second terme.

3. En déduire la convergence de la suite (x,,).

Réponse
1. Soit n € N. , , X
2 2 2 2 a“ 2_ a< 2 _ a L a-
24 T, Cu xn.:,_anﬁ.;,_(ﬁ) Cu— xn+2a+z% _da _ s 20,-',-353L _ ) 2$"In+w%
n+1 2 4 7] 4 4 4
2, —a= ) >0
n+1 - 2 =
Aiinsi Vn € N,z2, | —a > 0 ou encore z2_; > a soit z, ; > a

Vn € N, z,, > va

a

2. Soit n € N*.
_ Tatrs _ Tptan 2 .
Tn41 = &n = 73 T Tn T T3 2 - 2 T
Or Vn € N,z, > +/a > 0.
2 2
Donc Vn € N, z7 > a ou encore a — x;, <0
Ainsiz, ; —z, <0
Donc la suite (z,,) est décroissante.

n

3. La suite (z,,) est décroissante et minorée donc converge vers un réel ¢ strictement positif qui
o+
2

f:% — 2€:€+% — 2€2:£2+a — Ezza — g:\/a
Donc la suite (z,,) converge vers /a.

|2

vérifie ¢ =
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