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I. Limite d’une fonction en +0o0 ou —oo

1. Limite infinie

Définition

Soit f une fonction définie sur un intervalle du type [x4; +00].
On dit que f a pour limite +o0o lorsque z tend vers +oo si et seulement si, pour tout nombre réel A,
Pintervalle [A; +oo[ contient toutes les valeurs de f(x) pour z assez grand.
On écrit lim f(z) = 400
T—>+00

lim f(z) =400 < (VA€ R,3Ja € [zy; +0],Vz € [1y;+0[,z =2 a = f(x) € [4;+00])

T—>+00

Remarque

On peut aussi écrire :

lim f(z) =400 <= (VA€ R,Ja € [zy;+o0[, VT € [xg; +0,z > a = f(z) > A)

r—+00

Interprétation géométrique
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Pour tout nombre réel A, il existe un entier réel a tel que les points de coordonnées (z, f(x)) avec x > a
sont tous dans la partie du plan bleue, c’est-a-dire situés au-dessus de la droite d’équation y = A.

Remarque

 Soit f une fonction définie sur un intervalle du type [zq; +o0].
On a de méme :

lim f(z)=—00 < (VA€ R,Ja € [zy;+00[,Vx € [2; +00[,z = a = f(z) < A)

T—>+00

» Soit f une fonction définie sur un intervalle du type | — oo, z;].
On a de méme :

lim f(z) =400 < (VAER,Ja €] —o00,z4],Vx €] —00,24],z < a = f(x) > A)

Tr——00

o Soit f une fonction définie sur un intervalle du type | — oo, z,].
On a de méme :

lim f(z) =—0c0 <= (VA€ R,3a €] —o00,24],Vx €] —00,2¢],2 <a = f(x) < A)

T——00




Soit f la fonction carrée.
Vz € R, f(x) = 22
Déterminer les limites de f(x) en 400 et —oo.

Réponse

Soit A € R
SiA<0,VzeER, f(x)=22>0> A

Supposons donc que A > 0
f@)>A <= 22> A < €] —o00,—VAU[VA, 400

Cherchons la limite en +o0o. On supposera donc que x > 0.
fz) > A = ze[VA, +0]

Posons a = v/A. On a donc :

flz) 2 A < x € [a,+o0]

AinsiVAC R, JacR,Vz ER, (z 2 a = 2% > A)

Donc IEI-POO f(z) =400

Cherchons la limite en —oo. On supposera donc que z < 0.
fl) > A < z €] — oo, —VA]

Posons a = —/A. On a donc :

flz) 2 A < x €] —o0,da

Ainsi VA€ R, Ja e R,V R, (z < a = 2% > A)

Donc xli)moo f(z) = +o0

2. Limite finie

Définition

Soit f une fonction définie sur un intervalle du type [z(; +o00|. Soit £ € R.
On dit que f a pour limite ¢ lorsque z tend vers +oo si et seulement si, pour tout intervalle ouvert I
contenant ¢, I'intervalle I contient toutes les valeurs de f(z) pour z assez grand.
On écrit lim f(z) =4
r—+00

lim f(z) =¢ <= VI intervalle ouvert contenant ¢,3a € [z(; +oo[,Vz € [xy; +0], (z > a = f(z) € I)

T—+00

Remarque

On peut aussi écrire :

lim f(z)={¢ < (Ve>0,3a € [zy; +oo[,Vz € [zg;+o0[,z > a = L —e< f(x) < l+e€)

T—+00

ou encore

lim f(zx)=¢ < (Ve >0,3a € [xy;+oo[,Vx € [y; +oo[,z > a = |f(x) — €] <€)

T—+00




Définition

Soit ¢ € R.Soit f une fonction définie sur un intervalle.

e Si lil}ra f(z) = £ alors la droite d’équation y = ¢ est une asymptote horizontale a € #» la représentation
Tr—+00

graphique de la fonction f dans un repere orthonormé (O, ?, 7), en +o0o0.

o lim f(x) = { alors la droite d’équation y = £ est une asymptote horizontale a C, la représentation
T——00

graphique de la fonction f dans un repere orthonormé (O, 7, 7), en —oo.

Interprétation géométrique
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Pour tout intervalle ouvert I, il existe un entier naturel a tel que les points de coordonnées (z, f(x)) avec
x > a sont tous dans la partie du plan bleue, c¢’est-a-dire compris entre les droites d’équation y = £ — € et
y=/{+e.

La droite d’équation y = £ est asymptote a la courbe € en +oo.

Notation

Soit £ € R.
On peut écrire :

. lir+n f(z) = £ pour indiquer que f(x) se rapproche de ¢ par valeurs supérieures
T—+00

. ligl f(z) = £~ pour indiquer que f(x) se rapproche de ¢ par valeurs inférieures
T—>+00

C’est notamment utile lorsque ¢ = 0 pour indiquer le signe de f(x) lorsque z se rapproche de +oo.




Déterminer la limite de la fonction inverse en +oo. En déduire I'existence éventuelle d’une asymptote en
400 a la courbe représentative de la fonction inverse dans un repere orthonormé.

Réponse

On cherche la limite en +00 donc on s’intéressera a des valeurs de x positives.

Soit I un intervalle ouvert centré sur 0. On a donc I =] —b,b[ avec b € R.
1
—b< —
f@)el &= —b< f(z)<b <= —-b<1<b = N T < z>fcarz>0
- <b
i

En posant a = %, on a :
V1 intervalle contenant 0,3a € R, ,Vz € R, (z > a = f(z) € I)
Donc lim f(x)=0
T—+00
La droite d’équation y = 0 est donc une asymptote horizontale a la courbe représentative de la
fonction inverse.

3. Limites de fonctions de référence

Limites des fonctions de référence

« Fonction racine carrée

lim /z = +o0

T——+00

o Fonction carrée

lim 22 =400
T—+00

lim z2 =400
Tr——00

o Fonction cube
lim z3 =400
T——+00
lim z3 =
T——00

—00

e Fonction puissance
Soit n € Z Sin > 0 et pair alors lim z"™ = +o0
Tr——00
Sin > 0 et impair alors lim z" = —oc0
. . r——00
Sin <0alors lim ™ =0

. T00
Sin=0alors lim z" =1
T——00

o Fonction inverse

lim i=o0t
z—+oo L

lim 1 =0
z——o00 T

o Fonction exponentielle
lim e* =+
T—+00
lim e* =0
r——00




II. Limite d’une fonction en un nombre réel

1. Limite infinie

Définition

Soit b € R. Soit f une fonction définie sur un intervalle du type [z(;b][.

On dit que f a pour limite +oo lorsque x tend vers b si et seulement si, pour tout nombre réel A, 'intervalle
[A; 400 contient toutes les valeurs de f(z) pour z assez proche de b.

On écrit lim f(z) = 400

r —b

xz<b

lim f(z) = +o00 < (VA€ R,Ja € [xy;b],Vx € [24;b],2 > a = f(x) € [4;+00[)

x —=b
x<b

Remarque

On peut aussi écrire :

lim f(z) = 400 <= (VA€ R,3a € [z4;b],Vx € [20;b],z > a = f(x) > A)

x —b

x<b

Notation

Soit b € R.
On peut écrire :

. z—b o L.
e z — b", au lieu de 2> Powr indiquer que = se rapproche de b par valeurs supérieures

. T —b L e
e x — b, au lieu de <b pour indiquer que x se rapproche de b par valeurs inférieures

Définition

Soit f une fonction définie sur un intervalle 1. Soit b € I.

Si lim f(x) = 400 ou lim f(z) = —oc alors la droite d’équation x = b est une asymptote verticale a Cy, la
x —b x —b
x<b x<b N

courbe représentative de la fonction f dans le repere (O, i, j), en b.




Interprétation géométrique
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Pour tout nombre réel A, il existe un entier réel a tel que les points de coordonnées (z, f(x)) avec x > a
sont tous dans la partie du plan bleue, c¢’est-a-dire situés au-dessus de la droite d’équation y = A et entre

les droites d’équation z = b et x = a. La droite d’équation z = b est asymptote verticale a Cy en b.

Remarque

Soit b € R.

o Soit f une fonction définie sur un intervalle du type [z; b[.
limb f(z) =—0 <= (VA€ R,Ja € [xy;b],Vz € [15;b,z > a = f(z) < A)
z<b

o Soit f une fonction définie sur un intervalle du type |b; ).
lini f(z) =400 <= (VA € R,Ja €)b;xy],Vz €)b; 2],z < a = f(z) > A)
x>b

o Soit f une fonction définie sur un intervalle du type |b; ).
limbf(az) =—00 < (VA€ R,3a €)b;xy],Vz €]b; 2],z < a = f(z) < A4)

x>b

Déterminer lim % En déduire 'existence éventuelle d’une asymptote en 0 a la courbe représentative de la

x—0
x>0

fonction inverse dans un repere orthonormé.

Réponse

On cherche la limite en 0+ donc on s’intéressera a des valeurs de z positives et donc de % positives.
Soit AER,. f(#) > A4 <= 1>4A < 2< 5

En posant a = 4, ona:VA€R,,Ja € R ,Vz € R, (z > a = f(z) > A). Donc lim f(z) = +o0.
xz — 0

x>0
La droite d’équation z = 0 est une asymptote verticale a la courbe représentative de la fonction

inverse.




2. Limite finie

Définition

Soit f une fonction définie sur un intervalle I. Soit a € I.

La fonction f admet pour limite le nombre ¢ en a si et seulement si tout intervalle ouvert contenant ¢
contient toutes les valeurs de f(z) pour x assez proche de a.

On écrit }:lgzlz f(z) ="

lim f(x) = ¢ <= V/J intervalle ouvert tel que ¢ € J, 3K un intervalle tel que a € K,
Tr—a
Veel,(xe K = f(x)€eJ)

Remarque

On peut aussi écrire :

lim f(z) =0 < Ve>0,In>0,Ve e I,(Jx —a| <n = |f(x)—{| <€)

r—a

Interprétation géométrique
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Pour tout intervalle J contenant ¢, il existe un intervalle K contenant a tel que les points de coordonnées
(z, f(x)) avec = € K sont tous dans la partie du plan bleue, c’est-a-dire situés entre les droites d’équation
y=4{—¢€eety=~+c¢€ et les droites d’équation z =a—net x =a+mn.

On a lim f(z) = ¢.

T—a

3. Limites de fonctions de référence

Limites des fonctions de référence

o Fonction racine carrée

lim vz =0

x—0

« Fonction inverse
lim 1=+400
x— 0 4
x>0
lim
x— 0
x <0

8]~

= —0




III. Opérations sur les limites
Dans les tableaux ci-dessous :
e a peut prendre une valeur réelle, +o0o ou —oo.
o (et ¢’ sont des nombres réels.

e I signifie forme indéterminée. Il faut alors trouver une autre facon de déterminer la limite de la somme,
produit ou quotient des deux fonctions f et g. On dit qu’il faut lever I'indétermination.

1. Limite d’une somme

Somme de deux limites

Si lim f(x) = l 14 £ | 400 | 400 | —00

Et si lim g(x) = v +o00 | —00 | +00 | —o0 | —00
r—a

Alors lim f(z) +g(x) = | €+ | 400 | —00 | +00 | FI | —0

Déterminer la limite en +o00 et en —oo de la fonction f(z) définie sur R par f(x) = 23 + 22

Réponse

lim 2% = 400
‘”;Jroo >, = lim 23+ 2% =400 = lim f(z) =400
im z° =400 zT—+00 T—+00
T—+00
lim 2% = —o00
0 = lim 23 +4+22=FI
lim 22 =400 T—+00
r——00

On ne peut donc pas déterminer la limite de f(z) en —oc.

2. Limite d’un produit

Produit de deux limites

Siliinf(a:): l £>0|£>0[£<0|£<0| 400 | 00 | —00 0
Et si liin g(x) = v +o0o | —o0 | 400 | —00 | +00 | —00 | —00 | +00 ou —00
Alors lim f(x) x g(x) = | €x € | 400 | —00 | —00 | 400 | 400 | —00 | +00 FI

Déterminer la limite en —oo de la fonction f(z) définie sur R par f(z) = 23 + 22.

Réponse
lim 22 = —o0
e = lim 23+x2=FI
lim 22 = 400 T—+00
T——00
Or 23 + 22 = 2%(z + 1).
lim 2% = +oo
De plus e = lim 23 +22=-00 = lim f(z)=—
Iim z+1=—-—x z—+00 ZT—+00

T——00
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3. Limite d’un quotient

Quotient de deux limites

o Cas ou lim g(x) #0

r—a
Si lim f(z) = 14 l +o0 +00 —00 —00 | 400 ou —0o
Etsilimg(x)=| ¢ #0| +ooou—oco | >0 | <0 |¢>0|¢ <0 |+4o0ou—o0
Alors lim g(—g = % 0 +o0 —00 —00 +o0 FI
e Cas ou lim g(x) =0
r—a
Silim f(z)= | £>00ou-+oo | £<0ou—oo|¢>00u+oc0 |f<0ou—oo| 0
Tr=a
Et si lim g(x) = 0 0 0 0
Tr—a
avec avec avec avec
g)>0 | g@)>0 | g@)<0 | g)<0
Alors lim &) = +00 —00 —00 +o0 FI
zioa 9(@)
Déterminer lim f(x) et en lim f(x) avec f(x) définie sur R par f(x) = &1,
-1 T—+00 41
x<-—1
Réponse
lim z—1=-2
B = =il
z<—1 — lim ac_;} = 4+oo = lim f<$>=+00
hmx—l—l:O_ x — —1 x — —1
x— —1 r<—1 r<—1
r<-—1
lim z—1=+0c0
v = lim Zl=FJ
lim z+41=+o00 z—+o0 ¥
r—+00 (1 1) L1
_ z=1 rme) 1T
Or f(z) = z+1 — g(1+L) T 141
lirjl 1-— 1 =1l
T—+00 €T . > : _
De plus ‘ 1 = Il_l)grnoo s 1 = El_%loo flz)=1
lim 1+-=1
T——+00 €T

11




IV. Limite et composition de fonctions

7~

Propriété

Soient f une fonction définie sur un intervalle I et g une fonction définie sur un intervalle J telles que
Ve el, f(x) € J.
Soit @ in I et b= lim f(x).

r—a

Si )lflgbg(X) existe alors glclgl(ll g(f(x)) = )lglgbg(X)

Soit u la fonction définie sur R par u(x) = Va2 + 5z + 7.

Déterminer la limite de v en —oo.

Réponse

Posons f(x) = 22 — 5z + 7 et g(z) = /.
On a u(x) = g(f(x))
+

lim f(z) =4ocet lim g¢g(X)=+o0
r——00 . X—>+oo _ . _
Done lim u(z) = lim g(f(z))= lim g(X)=+oo

V. Limites et comparaisons

Dans la suite, a peut prendre comme valeur un réel, +o0o ou —oo et £ peut prendre comme valeur un réel, +oc ou
—00.

Théoréme de minoration

Soient f et g deux fonctions telles que pour x proche de a, f(x) < g(x).
Si lim f(x) = 400 alors lim g(z) = +oo.
T—a T—a

Démonstration

Faisons la démontration dans le cas ou a = +oc.

Soient f et g deux fonctions définies sur [zy;+oo| telles que pour x assez grand, f(xz) < g(x) et
lign f(z) = +o0.

igrnjf(:n) = 400 donc VA € R,3b € [zy; +0[, VT € [1y;+0[,z 2 a = f(z) > A

Or f(z) < g(x)

Donc VA € R,3b € [xg; +o0[, Vx € [zy; +0[,x > a = g(z) > A

Ainsi al:gr(ll g(x) = +o0.

Raisonnement analogue si a est un réel ou —oo.

Théoréme de majoration

Soient f et g deux fonctions telles que pour x proche de a, f(x) < g(z).
Si liin g(x) = —oo alors lil)n f(z) = —o0.

Démonstration

Analogue au théoréme précédent.

12



Propriété

lim e* = +4+o0

I*?*FOO

lim e* =0
Tr——00
Démonstration

Soit la fonction h définie sur R par h(z) = e* —z — 1.
h est dérivable sur R et h'(z) = e* — 1.
On peut alors dresser le tableau de signes de h’(z) et de variations de h :

x —00 0 400
R (x) - 0 +
+00 A
h \ , /

On en déduit donc que Vo € R, h(z) > 0 ou encore Vz € R,e* —z—1>0
Soit Vo € R,e* > x + 1
Or lim x4 1= +oo donc d’apres le théoréme de minoration, lim e* = +oo

T—+00 T—+00
lim e = lim e®= lim L =0
Tr——00 T—+00 r—+oo €

Théoréme d’encadrement, dit des gendarmes

Soient f, g et h trois fonctions telles que pour x proche de a, f(x) < g(x) < h(z).
Si lim f(x) = lim h(z) = ¢ alors lim g(z) = ¢.
r—a r—a r—a

Démonstration

Faisons la démonstration dans le cas ol a est un réel.

Soient f, g et h trois fonctions définies sur un intervalle I telles que pour = proche de a, f(x) < g(z) < h(x).
lim f(x) = ¢ <= V/J intervalle ouvert tel que ¢ € J,3K un intervalle tel que a € K,

r—a

Veel,(re K = f(x)elJ)

alclg}l h(z) ={¢ < VJ’ intervalle ouvert tel que ¢ € J’, 3K’ un intervalle tel que a € K’,
Veel,(re K' = f(x)elJ)

Soient J intervalle ouvert tel que ¢ € J et J’ intervalle ouvert tel que £ € J’.

Posons J” = JNJ’. On a alors £ € J”.

JK un intervalle tel que a € K,Vx € I, (x € K = f(z) € J)

et 3K’ un intervalle tel que a € K',Vx € I, (zr € K' = f(z) € J’)

Posons K” = KN K’ donc a € K”.

Ainsi 3K” un intervalle tel que a € K”,Vz € I,(z € K" = f(z) € J”")

Donc VJ” intervalle ouvert tel que ¢ € J”,3K” un intervalle tel que a € K" ,Vz € I, (x € K" = f(x) €

J//)

Ainsi lim g(z) = /¢

r—a
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Propriété des croissances comparée

Soit n € Z.
lim £ =400
z—+oo T

Démonstration - a connaitre

Sin € Z_, alors, en posant k = —n, ona k € N
et lim < = lim ;%zk = lim z*
T—+00 T—+400 x—+00 r—+00 T—+00
Supposons maintenant que n € N*. Cas particulier de n =1 :
2
Posons f(z) = e* — %-.
f est dérivable sur R, et f'(z) =e* —x
f’ est dérivable sur R et f"(z) =e® —1

T 0 400

[ ()

1

n
/

f'(z) +
/

1

2

Donc Vo € R, f(x) > 0. Ainsi Vz € R, ,e” — 5 >0

2
ou encore Vz € R, e > &

On a alors Vo € R* , & >

w2 3

e® = +oo car lim zF =4ocoet lim e® =400

Or lim § = +oo donc d’apres le théoreme de minoration, lim < = +4o0
T—+00 z—+oo0
Voyons maintenant le cas ou n > 1.
z\T T\
P G M G N (;é)"
Or lim £ =40
T—+00
. = 8 X
Donc lim % = lim % = +oo
rT—+00 n X—+o00
Ainsi lim € = 400 car £ est un nombre fixe positif.
z—+o00 ™ n
: len "
Et donc lim (—T> =+4oocarn >0
T——+00 o
On a bien lim & = +o0
x—+oo T

Propriété des croissances comparée
Soit n € 7.

lim z"e® =0
T—>—00
Démonstration
Soit n € Z.

: n,r __ : n n_1 __ : nX" __ : 1 : eX _

lim z"e®” = lim (—1)"(—2)"= = lim (=1)"<x = lim —% =0car lim % = +oo
T——00 T——00 € X—+o00 € X—+o00 %m X—+o00
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V1. Approfondissement

Définition

Quand la courbe semble « regarder » dans une direction mais tout en s’en éloignant, on dit que la courbe
possede une branche parabolique dont ’axe est donné par la direction que « regarde » la courbe.

Propriété

Si lim f(z) = ¢ et au moins un des deux éléments a ou ¢ est égal & 400 ou —oo, on dit que C ¢ possede une
r—a

branche infinie (une droite).

Remarque

Nous avons vu deux types de branches infinies : les asymptotes horizontales et les asymptotes verticales.
Nous supposerons donc pour la suite que a = +00 et £ = +o0.
C’est-a-dire lim f(z) = 400

T—400

Méthode

On calcule lim @ =/
Tr—+00

e Si ¢ =0 alors la branche infinie est une branche parabolique horizontale (ou d’axe (Ox)).

<.
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Méthode - suite

e Si ¢ = +o0 alors la branche infinie est une branche parabolique verticale (ou d’axe (Oy)).

e Si¢=m € R* alors on calcule ligl (f(x) —maz) =1
T—1+00

— Si ¥/ = 400 alors la branche parabolique est une branche parabolique oblique.

<.

N.l
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Méthode - suite

. — Si ¢/ = p € R alors la branche parabolique est une asymptote oblique d’équation y = mx + p.

<.

Q
\
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