Chapitre VI - Manipulation de vecteurs, droites et plans dans 1'espace

Rémi Caneri
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I.

Vecteurs de ’espace

On étend a l’espace la notion de vecteur et certaines de ses propriétés.

~

Définition

A tout couple (A, B) de points de ’espace, on associe le vecteur A—B), olt AB est le vecteur associé A la
translation qui transfor% Aen B.

Un vecteur de l'espace AB est défini par sa direction (la droite (AB)), son sens (de A vers B) et sa norme
(la longueur AB, notée |AB|).

AB

B/

Remarque

La translatio_n) qui transforme un point A en lui—m_%me est la translation de vecteur AA.
Le vecteur A_{l est appelé vecteur nul et est noté 0.
On a donc |0 = 0.

Propriété

Deux vecteurs sont égaux s’ils ont méme direction, méme sens et méme norme.

Remarque

Le vecteur nul n’a ni direction ni sens.

Définition

Si deux vecteurs sont égaux alors on dit que I'un est un représentant de l'autre.

Définition

Soient @ un vecteur de l'espace et A et B deux points de I’espace.

On appelle opposé du vecteur @ le vecteur, noté —u, de méme direction, de méme norme mais de sens
Opposé. N N

Si W = AB alors —u = BA

Propriété

Soient A, B, C_(;t D _quatre points de ’espace.
Les vecteurs AB et DC sont égaux si et seulement si le quadrilatére ABC'D est un parallélogramme (éven-
tuellement aplati).




Le polyedre ABCDEFGH est un cube. Démontrer que les vecteurs AH et BG sont égaux.
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Réponse

Le polyedre ABCDEFGH est un cube donc (AB)//(HG) et AB = HG.
Les vecteurs AB et H G ont dc donc méme direction et méme norme. De plus, ils ont le méme sens :
vers la droite. Donc AB = HG. Le quadrilatere ABGH est donc un parallélogramme.
Ainsi ABGH est_un parallelogramme donc les vecteurs AH et BG sont égaux.

Si on pose U = AB Les vecteurs A AH et BG sont des représentants du vecteur .

On peut donc noter @ = — AH = BCG.

Définition

Soit ABCD un parallélogramme.
La somme des vecteurs AB et AD est le vecteur AC’

AB+ AD = AC




Relation de Chasles

Soient A, B et C trois points de l’espace
La somme des vecteurs AB et BC’ est le vecteur AC

AB+ BC = AC

Propriété

Soient A et B deux points de I’ espace. Soit A € R*.
Le prodult de X par le vecteur AB est le vecteur noté A\AB.
AB ot MAB o%la méme direction.

IANAB| = [A|AB]. _
e Si >0 alors AB et AAB sont de méme sens.

A

e Si A\ <0 alors E) et )\A—B) sont de sens contraires.

Propriété

Soient 7 et ¥ deux vecteurs de 'espace. Soient \ et u deux nombres réels.
e MU+ V) =20+ 2T
e AN+ uW =\d +pu
o Api) = (w)d

Exprimer SA—B) + 5BC en fonction de (74), OB et OC.

Réponse

34B + 5BC = 3(A0 + OB) + 5 (BO + OC) = 340 + 30B + 5BO + 5BC = 3 (~0A) + 30B +
5(—@%&5
= 304 + 30B + (—50B) + 50C = —304 + (3 — 5)0B + 50C = —304 — 20B + 50C




Définition

Soit n € N*. Soient Ay, Ay, ..., A,, des nombres réels. Soient uy, us, ..., u, des vecteurs de 'espace.

Tout vecteur de la forme ¥ = A\ju; + A\ytts + ... + A\, u, est appelé combinaison linéaire des vecteurs
—> —> —>

Uy, Uy, ooy U

n-

A B

Donner une combinaison linéaire du vecteur A7 en fonction de E, AD et AE.

Réponse
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Al=AD+DH+ HI=AD+ AE+ EHG:AD—i-AE—i- §AB

II. Droites de ’espace

1. Vecteurs colinéaires dans ’espace

Définition

Deux vecteurs de 1'espace U et U sont colinéaires si et seulement si il existe A € R tel que ¥ = \4.

Remarque

Le vecteur nul est donc colinéaire & n’importe quel vecteur de I’espace puisque pour tout vecteur u de
—
—>
I’espace, on a 0 = 0w

Propriété

Deux vecteurs non nuls sont colinéaires si et seulement si ils ont la méme direction.




Démonstration

Soient U et ¥ deux vecteurs non nuls de méme direction.
N
Si les vecteurs sont de méme sens alors on pose A = 7 sinon on pose A = — L=l
N e 171 171
On a alors w = Av.

bud —> o 28
Donc les vecteurs u© et v sont colinéaires.

Soient @ et U deux vecteurs non nuls colinéaires.

INER, T =)\U

Les vecteurs ¥ et A% ont la méme direction puisqu’ils sont égaux.
Or les vecteurs Au et @ ont la méme direction.

Donc les vecteurs U et @ ont la méme direction.

Propriété

— —
Trois points de I'espace A, B et C sont alignés si et seulement si les vecteurs AB et AC sont colinéaires.

Démonstration

Soient A, B et_g’ trois points de l'espace alignés.
Les vecteurs AB et_A)C ont ( donc la méme direction.
Donc les vecteurs AB et AC sont colinéaires.

Soient A, B et_g’ trois points de I'espace tels que les vecteurs AB et AC soient colinéaires.

Les vecteurs AB et AC ont donc la méme direction.

Ainsi les droites (AB) et (AC) sont paralléles. Or le point A appartient a la droite (AB) et a la droite
(AC).

Donc les droites (AB) et (AC) sont confondues.

Ainsi les points A, B et C sont alignés.

Soit ABCDEFGH un cube.
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Soit I le milieu du segment [GH]. Soit J le point de 'espace tel que A= %Zﬁ + %E—i— %AD.

Démontrer que les points A, I et J sont alignés.

Réponse

Al = AD+DH+ HI = AD+ AE+ 1HG = AD + AE+ 1 AB = }AB+ AE+ AD
Aj=1AB+YAE+1AD=1(} AB+AE+AD) = 1Al

Donc les vecteurs Al et AJ sont colinéaires.

Les points A, I et J sont donc alignés.




2.

Caractérisation d’une droite de ’espace

Définition

Soient A et B deux points de I’espace.
La droite ( A_B) est ’ensemble des points M de ’espace tels que AM = MAB ot ) € R.
Le vecteur AB est alors un vecteur directeur de la droite (AB).

= {M|3) € R, AM = \AB}

Remarque

On peut donc définir une droite par un point A et un vecteur directeur @. On peut alors la noter d(A4, u).
Ainsi M € d(A, u) < INeR, AM AU
Ou encore d(A, 0) {M]EIA €R,AM = )\1—[}

I1I.

1.

Plan de ’espace

Caractérisation d’un plan de I’espace

Définition

Soient A, B et C trois points de ’espace non ahgnes
Le plan (ABC’) est 'ensemble des points M tels que AM = \AB 4k ,uAC ou A€ Ret ueR.
Les vecteurs AB et AC sont appelés vecteurs directeurs du plan (ABC).

(ABC) = {M[3X € R, 3u € R, AM = \AB + uAC}

Remarque

.

On peut donc définir un plan par un point A et deux vecteurs directeurs @ et ¥ non colinéaires. On peut
alors la noter P(A, U, 7).

St

o
2
Ainsi M € P(A, 4, 7) < Tz € R,y eR, AM—:cu +yv
Ou encore P(A, U, V) = {M|E|x€[R Jy € R, AM = z2 —i—yv}

2.

Vecteurs coplanaires

Définition

Quatre points A, B, C' et D qui sont dans le méme plan sont dit coplanaires.




Définition

Soient U, U et W trois vecteurs de I’espace.
. . y = = == — Vi —>
Soient O, A, B et C' quatre points de I'espace tels que OA = u, OB = v et OC = w.
Les vecteurs %, ¥ et W sont coplanaires si et seulement si les points O, A, B et C sont coplanaires.

Propriété

Soient U, U et W trois vecteurs de I’espace.

Les vecteurs u, v et w sont coplanaires si et seulement si le vecteur w est une combinaison linéaire des

vecteurs u© et U.
Autrement dit :

Les vecteurs @, ¥ et W sont coplanaires si et seulement si il existe A € R et p € R tels que W = \u + p 0.

Remarque

N
Le vecteur nul est coplanaire avec n’importe quel couple de vecteurs @ et v car 0 = 0% + 07

Soit ABCDEFGH un cube. Soit I le milieu du segment [HG]|.
H 1

A B

. IS ST e .
Démontrer que les vecteurs AB, AH et Al sont coplanaires.

Réponse

A= AH+ HI = AH + 1HG = AH + 1 4B
Al est donc une combinaison linéaire de AH et AB donc les vecteurs AB, AH et Al sont coplanaires.




IV. Positions relatives

1. Position relative de deux droites de 1’espace

Propriété

Soient (d) et (d’) deux droites de vecteur directeurs respectifs U et u’.

— —7 o 2 o — —7 922
u et u’ sont colinéaires u et u’ ne sont pas colinéaires
(d) et (d") sont (d) et (d") sont (d) et (d") sont (d) et (d") sont
coplanaires et coplanaires coplanaires non coplanaires
strictement paralleles et confondues et sécantes
@ —— @ - ~ ()
: - L :
(@) - !
(d") — ! W)/

2. Position relative d’une droite et d’un plan

~

Propriété
Soient (d) une droite de I’espace de vecteur directeurs @ et 2 un plan de I'espace de vecteurs directeurs ¥
et W.
oy e ) 7, U et W ne sont pas
u, v et w sont coplanaires .
coplanaires
La droite (d) et le plan 2P La droite (d) est incluse La droite (d) et le plan 2P
Sont strictement paralleles dans le plan 2 sont sécants

10



3. Position relative de deux plans

Propriété

Soient P et P’ deux plans de 'espace.

P et P’ ont méme direction

P et P’ n’ont pas la méme
direction

P et P’ ont
(au moins) un point commun

P et P’'n’ont pas
de point commun 7

P et P’ sont sécants

Les plans sont confondus

Les plans sont strictement
paralleles

L’intersection est une droite

,,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,

| s

@

AcPet AcP

Les points du plans P
n’appartiennent pas au plan P’

d)=PNP

Théoréme du toit

Soient 2 une droite et P; et P, deux plans de I'espace.
Si D est paralleles aux deux plans P, et P, alors elle est aussi paralléle a leur intersection.

D/]/Py
D//P, — D/
D =P NP

11




Propriété

Soient P, et P, deux plans paralleles de Iespace.
Tout plan sécant & I'un est sécant a ’autre et les droties d’intersections sont paralleles.

P/ [Py Pof[PF+O _
{fpﬂfpl#@é{ﬂl//ﬂg ou D, =PNP et Dy=PNP,

@1 322

2

D

V. Base et reperes de ’espace

1. Généralités

Définition

- —
7

=
, 7, k) de vecteurs non coplanaires et deux a deux non colinéaires.

On appelle base de I’espace un triplet (

Remarque

Si le triplet (7, 7, 74;) est une base de ’espace alors les vecteurs 7, 7 et % sont non nuls.

Définition

Un repere de ’espace est composé d’'un point O et d’une base (7, 7, 7{;))
On le note (O; ?, 7, 7{)

12



Remarque

o Siles droites d(O, 7), d(O, 7) et d(O, %’) sont perpendiculaires deux a deux alors le repere est ortho-

gonal.
F
"
O J
7
= == 7 N ,
o Si, de plus, les vecteurs | i | = | 7| = | k| = 1, alors le repére est orthonormé.
s
o 7

Définition et propriété

Soit (7, 7, 7;) une base de l’espace.
Pour tout vecteur u, il existe un unique triplet (z;y; z) de nombres réels tel que @ = z7 + y7 + 2.
Ce triplet (z;y; 2) est appelé coordonnées du vecteur .
0
On note u | y
z

13




Démonstration

0
6:OT+07+07§)d0n0 0lo
0

- o> -

Soit (O, 1,7, k) un repére de l’espace Soit % un vecteur de ’espace. Soient A, B et C' trois points de

I’espace tels que OA4 = z OB = ] et OC’ = %.
Soit M un point de ’espace tel que OM = 7%.
La droite passant par le point M et parallele a la droite (OC') coupe le plan (OAB) en H.

o Existence de la décomposition
Soit F'le point d’intersection de la droite (OA) et de la parallele & (OB) passant par H.
Soit E le point d’intersection de la droite (OB) et de la paralléle a (OA) passant par H.
Le quadrilatere OEH F'est donc un parallélogramme.
Ainsi OH = OF + OF
De plus, les vecteurs OA et OF sont colinéaires donc il _existe z € R tel que ( OF = .I'OA Les vecteurs
OB et OF sont colinéaires donc il existe y € R tel que OF = yOB. Donc OH = 2OA + yOB

Par construction, les vecteurs O OC et H M sont cohnealres donc 11 existe z € R tel que HM = 20C
Ainsi, OM = OH+HM—:UOA+yOB+zOC—:UZ +yj +zk:

e Unicité de la décomposition

Supposons qu'il existe deux triplets de nombres réels (z;y;2) et (x'5y;2") tels que U = x7+y7+2’7€)
etu—xz+yj+2k

Onadonc(m—x)l +@W—v) (z—2)

Ou encore (x —x ) =(y — y) (2" —2)

=0

Fl ?Ti

z+
7+ (z

Supposons que x # x’ soit encore x — z’ # 0.

Il en vient que 7= /7, 7 + 2 Z/_Z E

Donc i est une comblnalson hnealre dej 7 et % IR

Ou encore z j et & sont coplanalres ce qui contredit le fait que le triplet (z 2 ge k) soit une base.
Donc notre hypothese x #+ 2’ est fausse.

Ainsi x = 2/

On a donc (y" — y)z + (2 — z)E =
Ou encore (y' —y)) = (z—2")k.
Supposons que ¥ +uy _)ou encore y' —y # 0

2 ~/
On a alors j = =2
Y~y

Les vecteurs 7 et 7 sont donc colinéaires, ce qui contredit le fait que le triplet (7, _b, 74;) soit une
base.

Donc notre hypothese y # 3 est fausse.

Ainsi y = ¢/

On a donc (z — z’)z =0 dotz= 7.
Ainsi (z;y;2) = (2395 27).
Il existe donc un unique triplet de réels (z;y; 2) tel que U = z7 + y7 = ok

14




Remarque

-> > >
Dans une base (z,j,k),ona:

0 L1 L (0 (0

e« 010 e ¢ |0 e 5|1 e« k10

0 0 0 1
Propriété

. - > >
Soit une base (z s 7, k:)
Soit @ et ¥ deux vecteurs de ’espace dont les coordonnées respectives dans cette base ont (

avec x, o', y, ', z et 2’ six nombres réels.

Soit A € R.
On a:
-+ AT
e (WA |y+y o (AU) [ My
e o Az
Démonstration

- > >

Soit une base (z 5 9 s k:)
Soit U et ¥ deux vecteurs de I'espace dont les coordonnées respectives dans cette base sont (
avec x, ', y, y’, z et 2’ six nombres réels.
Soit A € R.
— > = >, - - -
u=xz1+yjtzketv=a'1+y j+2k

- e - = - - - =
Donc w+v=xi+yj+zk+az'i+yj+2k=@+2)i+uy+y))+(E=+2)k

T+
Ainsi (€4 7) | y+y

z+ 2
AT =X(27 +y] +2k) =Mt +MyJ + 20k
AT
Donc (M%) | My
Az

1
- > —

1
Dansunebase(i,j,k),onaﬂ’ 2letv |1
3 2

7 . ’ —>
Déterminer les coordonnées des vecteurs © + © et

Réponse

1+1 2 2x1
U+ T |2+1 | soit ¥+ 7|3 U | 52| soit g
3+2 5 Zx3

N =W O =
u

15




Définition

Soit (O; 7, 7, 75) un repere de ’espace.

Soit M un point de I'espace. N oL

Si il existe trois réels Y et z tels que OM =z i +yj + zk alors (z;y;2) sont les coordonnées du point
M dans le repere (O; 1,7, k:)
x est appelé abscisse, y ordonnée et z la cote du point M dans ce repeére.

VAN
~
~
N
N
~N
~
~
~
N M
|
A |
|
7 |
_ |
|
k I
|
. 1
] |
> 1
O | /y
I 7
< ! ’/
| 7
1 .
x /N I//
M’

Propriété

. > > > . ,
Soit (O; 1,7, k) un repere de ’espace.
Soient A et B des points de 'espaces de coordonnées respectives dans ce repere (z4;y4;24) €t (g;Yp;25)
avec T4, Tp, Ya, Yp, 24 €6 2 six nombres réels.

Tp— Ty
, —>
o Les coordonnées du vecteur AB sont | yp —ya

2B — %A

o Les coordonnées du milieu du segment [AB] sont (£41%8; Y4 ¥n, 24 20 )

e Deux vecteurs sont colinéaires si et seulement si leurs coordonnées sont proportionnelles.

16




Démonstration

. - = > . ,
Soit (O; 1,7, k) un repere de ’espace.
Soient A et B des points de I’espaces de coordonnées respectives dans ce repeére dans ce repeére (T 459 4;524)
et (zg;yp;2p) avec T4, T, Ya, Yp, 24 €t zp six nombres réels.

o E:E+O_B»:—5Z+O_B»donc

_,[{~TatzTp . [(TB— T4
AB | —y4 +yp | ouencore AB | yg—y4
—24 t+ 2p Zg — %4

o Soit [ le milieu du segment [AB]

Tp—%A
—> 1—> —> 2
Al = 5AB donc Al | 204
ZB”RA
N Q:I—.’EA
Or AI'| yr—ya
R~ %A
Tp— Ty Tp— Ty Tyt Tp
TTTAT T 5 Tr=eat =5 =Ty
= - 4+
Donc w—m=&%ii¢> w=m+&%ii¢> wz%g@
2B — *A B — *A 24+ 2
T EAE T Zr=124+ 5 27 = A2 &
Donc I(wA;xB; yA;'yB; ZA;ZB>
g i Tz =Mz’

e W |y| et |y | sont deux vecteurs colinéaires < IN € R, U = \T <= y=\y < les
“ 2 z2= Az

7 —> = .
coordonnées de u et v sont proportionnelles

- —
1

Dans le repere de ’espace (O; » J Z), on a A(1;2;3), B(1;1;2) et C(1;4;5).

1. Déterminer les coordonnées des vecteurs EE et Zé’
2. Les vecteurs A_é et A_C’> sont-ils colinéaires ?

3. Déterminer les coordonnées du point I, milieu du segment [BC].

Réponse
1—1 0
1. AB|1—2| soit AB| —1
2—3 —1
N 1—-1 N 0
AC |1 4—2 | soit AC | 2
5—3 2

2. On remarque que @ = —_21?1_6’
Donc les vecteurs AB et AC sont colinéaires.

3. I est le milieu du segment [BC] donc I(lg—o; %; %) soit I(%; g; 2)




2. Représentation paramétrique d’une droite

Définition

. - > > .
Soit (O; 1,7, k) un repere de ’espace.
a
Soient A(z 4;94;24) un point de l'espace et @ | b | un vecteur non nul de Iespace.
c
Pour tout point M (z;y; z) de la droite d(4; ), il existe t € R tel que :

rT=xy tat
y=yst0t
z=zA+ct

Ce systeme est appelé représentation paramétrique de la droite (d)

Soit ABCDEFGH un cube. On consideére le repéere (A4; A—B), /TE, E)
Déterminer la représentation paramétrique de la droite (HI) ou I est le milieu du segment [BC].

Réponse

Ona H(0;1;1) et HI = HG+GC+Cl= AB+ EA+1CB= AB— AE+1DA = AB— AE— 14D

1
Donc fo (—1)
1
2

La représentation paramétrique de la droite (HI) est donc :

=0+ 1t
y=1+4+(—1)t

1
=1 — |t
? +< 2)

r=1

soit

18



V1. Approfondissement

1. Barycentre d’une famille d’un systéme pondéré de points

7

Définition

Soit n € N.
Soient A, A,, ..., A,, n points de I'espace.

Soient A;, Ay, ..., A,, n nombres réels tels que Z A # 0.

k=1
Un point pondéré est un couple composé d’un point et d’un réel.

L’ensemble des points A, associés a un réel \;, noté (4,, \;) s’appelle un systéeme de points pondérés.

i€[1;n]’

Définition

Soit (A;, ;) un systeme de points pondérés.

i€[1;n]
Soit G le point de I’espace tel que Z NGA, = 0.
i—1

Le point G est appelé barycentre du systéeme pondéré de points (A;, \;) Il est unique.

i€[1;n]”

Définition

Soit (4,, )‘i)z‘e[[ L] U0 systeme de points pondérés.

Soit G le barycentre du systeme pondéré de points (A4,, Ai)ie[[ Lon]
Si tous les A; sont égaux alors le point G est appelé isobarycentre du systeme de point (A;);cqi;n]-

Propriété

Soit (A;, ;) un systeme pondéré de points pondérés.

i€[1;n]
Soit G le barycentre du systéme pondéré de points (A4,, Ai)ie[[ Lon]
Pour tout point de I'espace M, Z ANMA, = (Z N | MG
=1 i=1

Démonstration

Soit (A;, ;) un systeme pondéré de points.

i€[1;n]
Soit G le barycentre du systeme pondéré de points (A;, Ai)ie[[ Lon]
Soit M un point quelconque de ’espace.
n
On a donc Y \,GA; = 0.
n red i:1—> n — —> = n — —_— — e n ———
MNGA; =0 < > XN (GM+MA,) =0 < Y ANGM+\MA; =0 < \MA, =-> \GM
=1 i=1 i=1 i=1

S

VN ixi—zz— ( S )\1) GM < f:&-M_ZZZ (ix) MG
] =i =1 =1

=1 i

19



Remarque

n
Dans la propriété précédente, en posant A = Z A, On & :
i=1

ZH:AZ.M = AMG

o=l

ou encore

Cas particulier d’un systéme pondéré de deux points

Soit (A1, A;) et (A,, ;) deux points de I'espace pondérés tels que \; + Ay # 0.
Soit G le barycentre du systéme de points pondérés (A,, )\i)ie[[ L]
Onadon_c})\lG—Al)jL_)\?’G—Agzﬁ)

Soit \yGA; = —\,GA,.

On sait que A\ + Ay # 0 donc A\; # 0 ou A, # 0.

Supposons que A #0. N

On a donc GA, = —f\‘—fGAQ

Les vecteurs GA; et GA, sont donc colinéaires. Donc les points G, A; et A, sont alignés.
Donc G € (A, A,)

Si Ay = Ay, alors A # 0 Pour tout point M de I'espace, on a :

)\1 _— )\2 —_— —_—>
MA MA, = MG
A+ A 1+/\1+>\2 2
A A1 _

1 1

En particulier pour le point A;, on a :

1 1

1> 11— —

Yy 1

Le point G est donc le milieu du segment [A; A,].

20




Cas particulier d’un systeme pondéré de trois points

Soit (A1, A1), (Ay, Ay) et (A3, A\3) trois points de 'espace pondérés tels que A; + Ay + A5 # 0.
Soit G le barycentre du systeme de points pondérés (A, \;). ie[1:3]”
Supposons que A; + A, # 0 (les autres cas sont analogues). Soit G’ le barycentre du systéme de points

pondérés (A;, \;), 2]

On a don(:_)\]>GA + X\, GA, +)\3GA =0

(A1 +X)GG" + )\3GA3 =0

Donc le point G est le barycentre de (G", A\; + Ay) et (A3, A3).
Le point G se trouve donc sur la droite (G'Aj).

Si A} = Ay = Ag, alors \; # 0 Pour tout point M de I'espace, on a :

)\1 7 + )\2

— 1 M — 2 MA, 7MA = MG
PV VD Ve L VIS VD W /\1+>\2 PV

?ill MA, + 3111 MA, + ?)A;lj\m3 = MG
LS Y9 S v MR v o7 W ¥ e
3 3 3
1 1 1
GMA, + 3 MA; + S MA = MG

Soit I le milieu du segment [A; A,]. On a donc
P — ——
M1+ ZMA; = MG

Soit I le milieu du segment [A; A,]. On a donc
En particulier pour le point I, on a :

2 — 11— —>
SII+ZTA, =1
37 T3l

1— —
— 1—

Donc G € (I A3) (G appartient a la médiane du triangle A; A, A5 issue de Aj).

En particulier, le point G est au tiers du segment [/ A;] en partant de I (ou au deux tiers du segment [I A;]
en partant de Aj).

De méme on aurait G appartient a la médiane du triangle A; A, A5 issue de A, et G appartient a la médiane
du triangle A; A, A, issue de A;.

G est donc le point de concours des trois médianes du triangle A4;A,A;.

G est donc le centre de gravité du triangle A; A, A;.
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Cas particulier d’un systeme pondéré de quatre points

Soit (A, ), (Ag, Ag), (Ag, Ag) et (A4, Ay) quatre points de I'espace pondérés tels que A\; + Ay + A3+ A, # 0.
Soit G le barycentre du systeme de points pondérés (A4;, A;)

On a donc A\;GA; + \,GA, + A\;GA; + \,GA, = 0

i€[1;4]°

Si A} = Ay = A3 = Ag, alors A\; # 0 Pour tout point M de 'espace, on a :

1 1 1 1

Soient I; le milieu du segment [A; A,] et I, le milieu du segment [A3A,]. On a donc

2MI, + 2MI, = MG donc M1, + $MI, = MG

Donc G est le milieu du segment [I; I,]. En faisant de méme avec d’autres segments opposés, on obtiendrait
que G est toujours le milieu du segment joignant les milieux d’arétes opposées du tétraedre.

As

On pourrait remarquer que :

1 1 1 1

amene, en appelant G, 'isobarycentre des points A, A, et A5 :

3 1

En particulier pour le point G4, on a :

1
2G4G4 + ZG4A4 = G4G

1
ZG4A4 = G4G

Et donc G € (G4 A,).
On a les mémes formules en utilisant les isobarycentres des autres faces du tétraedre.
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Remarque - suite

Dans le cas ot les points A;, A5, A5 et A, sont coplanaires, A; A,A3A, est un quadrilatere.
SiA; = Ay = A3 =, # 0, on a alors pour tout point M du plan :

1 1 1 1

Soit I; le milieu de la diagonale [A; As] et I, le milieu de la diagonale [A5A,], on a :

2 2
TMI; + ML, = MG
1 1

gMIy + 5 ML, = MG

Le point G est donc le milieu du segment [I; I5].

Ay

Ay I As

Dans le cas ot les points A;, A5, A5 et A, sont coplanaires et forment un parallélogramme A; A,A5A4,.
On a donc ﬁ = H Supposons que A\; = Ay = A3 = A\, #.

Soit O le centre du parallelogramme c’est-: a—dlre le point d’intersection de ses diagonales.

On a donc OA +OA =0 et OA +OA4— 0

Donc OA; + OA; + OA, + OA, = 0

Donc O est l'isobarycentre des points A, Ay, A5 et A,.

Ay
As
A
Az
Fonction vectorielle de Leibniz

Définition

Soit (4,, )‘i)ie[[l-n]] un systeme pondéré de points.

On appelle fonction vectorielle de Leibniz associée au systéme de points pondérés (A,, A, ) la fonction,

€ltsn]

N
notée f, qui, a tout point M de I’espace, associe le vecteur

= imﬂ;
=1
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Remarque

Soit (A;, A

i 1)1‘6[[ 1] URE famille d’'un systeme pondéré .

Soit 7 la fonction vectorielle de Leibniz associée au systéme de points pondérés (A,, Ai)ie[[ Lin]

n
Supposons que Z A =0.

i=1
Soit M et N deux points de I’espace.

et

Donc

e

fo)—F(v) = zn: X; (MA; + vectA;N)

FOM) = FN) = S AR = ( : Ai) T e T
i

donc pour tous points M, N de 'espace, —f>(M) = 7(N)
n

On peut donc dire que si Z A; = 0 alors la fonction vectorielle de Leibniz est constante.
i=1

Supposons que Z A; #0.

i=1
Soit G le barycentre du systéme de points pondérés (A4,, )\i)ieﬂ Vin]"
On a : ’

n
f(M) = (Z )\Z) MG
i=1
En particulier, on a, pour un point connu O (par exemple, l'origine d’un repeére) :

— 1

— 1 n —
OG = ——f(0) = > )04,

>N A, =1 Z

i=1 i=1
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Remarque - suite

Ainsi on a, dans I'espace, si O est l'origine d’un repere :

- 1 n
e Z AT g,
A; =1
i=1
1 n
Y¢6 = = Z AiYa,

N Z )\l =1

i=1
n

1
e ZAz’ZAi
A; =1

=

=
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