Chapitre VII - Complément sur la dérivation
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I. Composée de deux fonctions

Définition

Soient I et J deux intervalles.

Soit u une fonction définie sur I telle que Vx € I, u(z) € J.

Soit v une fonction définie sur J.

Alors la fonction composée de v par u, notée v o u, est la fonction définie sur I par vou(z) = v(u(z)).

Soit v: R — R,
1422
Soit u: R — R, .

T VT

Déterminer 'expression de v o u(x) puis 'expression de u o v(x).

Réponse

u est définie sur R, et a valeurs dans R_.
v est définie sur R, .

Donc v o u est définie sur R

vou(z) =1+ (u(x))? = 1—1—\/52 =1+z
De méme, u o v est définie sur R.

wov(z) = \/v(z) = V1+ 22

Théoréme - admis

Soient a, b et ¢ trois nombres réels ou +o0o ou —oo.
Si lim u(x) =b et lim v(X) = c alors lim vou(x) = ¢
r—a X—b T—a

Déterminer lim 4/ —L.

2 =2
x> 2

Réponse

limxz—2=0"
xz—2

x>2
lim 1 = 400
X%OX
x>0
Donc lim+2=+oo
x—>2x
xz>2
Or lim vX =400
X — +oo
xz>2
Donc lim +2=+oo
xz =2 L

x> 2




Théoréme

Soient I et J deux intervalles.

Soit u une fonction définie sur I et dérivable en a € I, telle que Va € I,u(x) € J.

Soit v une fonction définie sur J et dérivable en b = u(a) € J.

Alors la fonction v o u est dérivable en a et (vowu)'(a) =u'(a) X (v ou)(a) =u'(a) x v'(u(a)).

Démonstration

Soient [ et J deux intervalles.
Soit a € 1.

Soient u: I — R derivable en a et v:J — R dérivable en b = u(a) deux fonctions telles que u(I) C J.

Vi € I\{CL} (vou)(x m avou)(a) _ v(u(a:)x):;)(u(a)) _ v(m Z(b) en posant y = U({E)
donc ¥z € I'\{a}, Ze)=0oe) _"sli)=stt) y-b  3)=ott) lo)=nia)

y—b x—a T—
u étant dérivable en a, Sl (oo s e o Dt T u(x) = u( ). Soit encore lim y="o.

u(:z:) u a)

On a donc lim %&”“@ — 1jm Y@)=v(b)
r—a

(vou)(z)—(vou)(a)

r—a

X lim

— par composition des hmltes
y—b Y z—a

Donc lim
r—a

Donc v o u est dérivable en a et (vou)' (a) = u'(a)v'(b) = u'(a)v'(u(a)) = u'(a) X (v' o u)(a).

=v'(b) X u'(a) € R car v est dérivable en b et u en a.

Théoréme

Soient I et J deux intervalles.

Soit u une fonction dérivable sur I, telle que Vz € I, u(x) € J.

Soit v une fonction dérivable sur .J.

Alors la fonction v o u est dérivable sur I et Vo € I, (vou)' (z) = u'(z) X (v ou)(x) = u'(x) X v'(u(x)).

Démonstration

Conséquence directe du théoréme précédent.




Soit, la fonction f définie sur R par f(z) = e 1,

1. Démontrer que f est dérivable sur R et donner une expression de f’(z).
2. Déterminer wgrgloo f(z), xgin(x f(z), et ili% f(z).

3. Dresser le tableau de signes de f’(x) et de variation de f.

Réponse

Or u est dérivable sur R avec Vo € R,u/(z) = 2z

De plus, v est dérivable sur R avec VX € R,v/(X) = e¥X.
Donc v o u est dérivable sur R.

(vou) (z) =u'(x) x v (u(z)) = 2ze® 1

2. lim u(z)= lim z?2+1=+o00
T——00 T——00

lim »(X)= lim eX = +c0
X—+o0 X——00
Donc lim f(z)= lim vou(x) =400
T——00 T——00

lim u(z)= lim 2?2+1=+c0
r—+00 r—+00
lim »(X)= lim eX = +c0
X—+o00 X——00
Donc lim f(z)= lim vou(x) =400
T—+00 T—+00

lim u(z) = lim2% +1=1
z—0 z—0

lim v(X) = lim eX =¢
X—1 X—1

Donc lim f(z) =limvou(z)=e
z—0 z—0

1. En posant Vo € R,u(z) =22+ 1 et Vo € R,v(z) = €%, on a Vz € R, f(x

) =vou(x).

3.
x —00 0 —+00
2z - (6] aF
e+l T +
f'(@) - 0 +
+o00 +00
e




II. Convexité sur un intervalle

1. Généralité

Définition

Soit f une fonction continue sur un intervalle I.

Soit € sa courbe représentative dans un repere orthonorme.
Soient A et B deux points de Cy.

Le segment [AB] est appelé corde de la courbe €.

Définition

Soit f une fonction continue sur un intervalle I.
Soit € sa courbe représentative dans un repére orthonormé.
La fonction f est convexe sur l'intervalle I si € est située en-dessous de chacune de ses cordes.

Interprétation graphique

Définition

Soit f une fonction continue sur un intervalle I.
Soit € sa courbe représentative dans un repére orthonormé.
La fonction f est concave sur l'intervalle I si €y est située au-dessus de chacune de ses cordes.

Interprétation graphique

<.

s.i

Théoréme - admis

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.
La fonction f est convexe si et seulement si f” est croissante sur I.
La fonction f est convexe si et seulement si € est située au-dessus de chacune de ses tangentes.




Démonstration

Voir dans la partie approfondissement /Inégalité de Jensen.

Théoréme - admis

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.
La fonction f est concave si et seulement si f’ est décroissante sur I.
La fonction f est concave si et seulement si € est située en-dessous de chacune de ses tangentes.

Démonstration

Analogue au théoreme précédent.

Soit f la fonction définie sur R par f(z) = e* + x.
Etudier la convexité de f sur ] — 0o;0] et sur [0; 400|.

Réponse

La fonction esxponentielle est dérivable sur R. La fonction x +— x I’est aussi.
Donc la fonction f est dérivable sur R. Donc Vx € R, f/(z) = e* + 1.

Soit = et y deux réels tels que z < y

La fonction exponentielle étant croissante sur R, on a :

e?<e¥ = 1+e*<1+e¥ <= f'(z) < f(y)

Donc pour tous réels x et y tels que x <y, f'(z) < f'(y).

Ainsi f’ est croissante.

Donc f est concave sur | — 0o; 0] et convexe sur [0; +o0.

2. Dérivée seconde

Définition

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.
Si sa dérivée f’ est elle-méme dérivable sur I, on dit que f est deux fois dérivable.
La dérivée de f’ est notée f” et est appelée dérivée seconde de f.

Théoréme

Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I.
La fonction f est convexe sur [ si et seulement si Vo € I, f”(z) > 0
La fonction f est concave sur I si et seulement si Vo € I, f”(z) <0

Démonstration - a connaitre

Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I.
La fonction f est convexe sur I <= f’ est croissante sur I <= Vz €I, f"(x) >0
La fonction f est concave sur I <= f’ est décroissante sur I <= Vz €I, f"(z) <0




Soit f la fonction définie sur R par f(x) = 23 + 1.
Etudier la convexité de f sur | —oo;0] et sur [0; +o0.

Réponse

La fonction cube est dérivable sur R donc Va € R, f/(x) = 3z2.

La fonction carré est dérivable sur R donc f est deux fois dérivable sur R.
Donc Vx € R, f”(x) = 3 x 2z = 6.

On a donc

f"(x) = 6x — 0 +

Donc f est concave sur | — oo; 0] et convexe sur [0; +o00].

Remarque

Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I.
Ve € I, f"(z) > 0 < la fonction f est convexe sur [ <= la courbe représentative de f est au-dessus de
ses tangentes.

Point d’inflexion

Définition

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I. Soit €, sa courbe représentative dans un repere orthonormé.
Soit A € Cy.
Le point A est un point d’inflexion de € si et seulement si la tangente a €y en A traverse C.

Remarque

Si A(a; f(a)) est un point d’inflexion de € alors sa tangente en A est au-dessus de €, d’un coté de A et
en-dessous de €y de l'autre coté.

Autrement dit, A est un point d’inflexion de C si f change de convexité en a. Autrement dit, si f est deux
fois dérivable, A est un point d’inflexion de € si f” change de signe en a.

On a vu dans un exemple précédent que la fonction ¢
f changeait de convexité en 0.

Donc le point A(0;03 + 1), c’est-a-dire A(0;1), est
un point d’inflexion de la courbe représentative de la
fonction cube.

SIS
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Q
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4.

Inégalités

Propriété

Soit f une fonction convexe sur un intervalle I.

Vae I,vbe I,vt e [0;1], f(ta+ (1 —)b) < tf(a) + (1 — ) f(b)

Démonstration

Soient a et b deux réels de 'intervalle I.

Supposons a = b Soit ¢ € [0;1]

flta+ (1 —=1t)b) = f(ta+ (1 —t)a) = f(ta+a—ta) = f(a) et tf(a)+ (1 —1t)f(b) =tf(a)+ (1 —1t)f(a) =
tf(a) + f(a) — tf(a) = f(a).

On a bien f(ta+ (1 —t)b) < tf(a)+ (1 —1t)f(b).

Supposons maintenant que a # b.
Quitte a échanger a et b, nous prendrons a et b tels que a < b, soit a — b < 0.

Soit ¢ € [0;1]

Démontrons que ta + (1 —t)b € [a;b].

ta—i—(l—t)b:ta—i-b—tb—b—l—(a—b)

0<t<l = 02 (a—bt>2a—b<= b+0=2b+(a—bt>2b+a—b<= b=2b+(a—b}t>a
Donc ta + (1 —t)b € [a; b].

Soit A(a; f(a)) et B(b; f(b)). L’équation de la corde [AB] est y = f(b) f( \(# — a) + f(a) sur Dintervalle
[a; b]. La fonction f étant convexe sur I, elle est en-dessous de chacune de ses cordes et donc en particulier,
la corde d’extrémités A et B.

Donc f(ta + (1 —t)b) < {0 14 4 (1 — )b — a) + f(a)

—a

flta+(1—t)b) < L z§<“>< 1—-tb—a)+ f(a) = f(ta+(1-t)b) < L9 ((t—1)a+(1-1)b)+ f(a)
<:>f(ta+(1—t)b)< TO-T9) (1 —1)(b—a)) + f(a) <> flta+ (1—1)b) < (1 —t)(f(b) — f(a)) + f(a)
= fltat (1—0)b) < F(B)— f(a) — tf(b) + t(a) + fla) <> flta+ (1—1)b) < £(b) — t£(b) + tf(a)
= flta+ (1—1)b) < (1—1)f(b) + tf(a)

Ainsi Vt € [0;1], f(ta+ (1 —)b) < (1 —1t)f(b) + tf(a)
Et donc Va € I,Vb € I,Vt € [0;1], f(ta+ (1 —¢t)b) < tf(a) + (1 —1t)f(b)




e’+e¥

1. Démontrer que pour tous réels x et y, e 2 < <

2. Démontrer que pour tout réel z, e* > 1+ x

Réponse

1. La fonction exponentielle est deux fois dérivable sur R et exp”(z) = €* > 0
Donc la fonction exponentielle est convexe sur R.
Donc Vz € I,Vx € I,Vt € [0;1], exp(tx + (1 — t)y) < texp(z) + (1 — t)exp(y)
En particulier, pour ¢ = 5, on a :
Vo € I,Vz € I, exp (33 + (1 %)y)é%(m()-l-(l—%)ezp(y)
Vo € I,Vz € I exp (52 + 1y) < Lexp(z) + Sexp(y)
Vo € I,Vz € I, exp (5(z +y)) < 5(exp(w )+exp(y))
Vo e IVz eI, e \w

2. La fonction exponentielle est dérivable sur 5 donc ’équation de la tangente a sa courbe repré-
sentative au point d’abscisse 0 est y = exp’(0)(z — 0) + exp(0), c’est-a-dire y = exp(0) x z + 1
ou encore y = x + 1.

f étant convexe sur R, sa courbe représentative est située au dessus de chacune de ses tangente
et donc au-dessus de sa tangente au point d’abscisse 0.
Donc Vz € R,exp(x) > 1+ = ou encore Vax € R,e® > 1+ x

III. Approfondissement

1. Dérivée n-iéme d’une fonction

~

Définition

Soit f une fonction définie sur un intervalle I.
On définit, sous réserve d’existence, les dérivées successives de f par :

- SO =7
e VneN, it = (fm)Y

) est appelée dérivée n-ieme de f.

Remarque

Soit f une fonction définie sur un intervalle 1.
Si elles existent, on a :

. fO=f
o f(2) — f//
Définition

Soit f une fonction définie sur un intervalle 1. Soit n € N
On dit que f est de classe C" sur I si elle est n fois dérivable sur I et si la fonction f™ est continue sur I.
On peut noter f € C™(I).

10



Remarque

Soit f une fonction définie sur un intervalle I.
e f€C°I) < fest continue sur I

o fEC®(I) <= VneN, fel"()

Propriété - Formule de Leibniz

Soit n € N.
Soient f et g deux fonctions n fois dérivables sur un intervalle I.
Alors la fonction fg est n fois dérivable et

=) fEgnk

n
k=0

Démonstration

Soit n € N.
Soient f et g deux fonctions n fois dérivables sur un intervalle 1.
Démontrons par récurrence la proposition Vg € [0;n],P(q) : fg est q fois dérivable et (fg)? =

q
q) fUk) gla—k)
g
> (i

o Initialisation :
f et g étant n fois dérivable, on peut la dériver 0 fois.

0 _ 0 _
(F9)@ = fg=15040 = <0> FOgO-0 =350 <k> FOg0=H
Donc P(0) est vraie.
o Hérédité :
Supposons qu'il existe r € [0;n — 1] tel que P(r) soit vraie. Démontrons que P(r + 1) est vraie.
P(r) est vraie donc fg est r fois dérivable et (fg)") = Z;ZO (Z) fR glr=F) £ et g étant n fois déri-

vables sur I, Vk € [0; T]],f(k) et g% sont dérivables car k<r<n—1letr—k<r—0<r<n—1.
Donc (fg)™) est encore dérivable comme somme de fonctions dérivables.
(fg) est donc r + 1 fois dérivable.

(£ = ((f9)")" = (ZT: (2) f(’“>g(’"’“>) -y (,:) e

k=0

(fg>(7“+1) _ > ;) ((f(k)>/g(r—k) + f(k) <g(r—k)>) _ ; (;) f(k+1)g(r—k) + (;) f(k)g(r+1—k)
(fg>('r+1) _ Z ]:;) fk:+1)g(7' k) +Z (k) (k (r+1—k)

11




Démonstration - suite

(Fg)rtV) = 1f" g °>+Z( )

3 (7)o

r+17k)

+1£0gr+1)

(fg) (r+1) _ ( > r+1)g(0) + Z (( ) (k)) f(k)g(r-i-l—k + 1f(0)g(r+1)

1) — (T LY pr1) (rr1-(rr1)) r+1\ cw) i1-k) L (TT LY £0), (r+1-0)
() (TH)f g +§<k Mg + g )%
r+1
r+1 .
(fg)(r-‘rl) _ Z( ! )f(k)g(r-H k)
k=0
e Conclusion :
Vq € [0;n],P(q) : fg est q fois dérivable et (fg)9 = Z:o (Z) flk) gla—Fk)

Inégalité arithmético-géométrique

Définition

Soit z un nombre réel strictement positif.
Le nombre {/z est le nombre réel strictement positif y tel que y™ = z.

Propriété

Soit n € N tel que n > 2.
Soit ., zg, ..., z,, n nombres réels strictement positifs.
La moyenne géométrique de ces nombres est inférieure a la moyenne arithmétique de ces mémes nombres.

Ty +29+ ...+,
n

YT Tqy... T, <

Lk

Poad
HM:
i

Démonstration

Soit n € N tel que n > 2.

Soit z;,x,, ..., x,, n nombres réels strictement positifs.
1 & Ty +To+...+x n
Posons A= —Y z, = =2 g et G= T -

n
Donc nA = sz et G"

H %

De plus, la fonctlon f deﬁme Sur R, par f(x) = 2" est dérivable.
Ona:Vz € R,, f'(z) =nz"*' >0.

Donc f est croissante sur R,

Ainsi Ve R_,Vy e R, ,2 <y < 2" <y".

On avuque VzeR,e* > 1+x
Donc VEk € [1;n], ef*1>1+%_

VEk € [1;n],ed 1 >

12




Démonstration - suite

Inégalité de Jensen

Propriété

f est une fonction convexe sur I < (V(a:, y,2)ERBr<y<z = f(y;:ic(w) < ﬂzi:i(z) < ﬂz;:?];(y))

Démonstration

e Soit f une fonction convexe sur I.
Soit (x,y,2) € I*,x <y < z
y € [z,2] doncy = (1 —t)x +tzavect = L= ¢ {0,1}
Donc f(y) = f(1 =tz +1tz) < (1 =) f(x) +f(2) = [fly) — f(z) <t(f(2) — f(z))
= fy) — f(@) < E2(f(2) — f(a)) = Lo o SO/

De plus, L2102 St sy Mty < St (2 4
f@)-f@) o f@-fW) 2z _ f(&-f)

Z—T z=yY z—T 22—y
On a bien £4-1 o) _ Hf@) o fE-I)

vy
Donc V(z, y, )€I3,:Jc<y<z — (13 i‘(z) < f(z) f(m) < f(z) f( )

. Supposonsque‘v’(x,y, )613 r<y<z — f(y; f()<f() f()<Jc (2)=F(y)

z—y
Soit (x,y,2) € I® tels que < y < z. On a donc f(y; f=2) f(z) f( ) < f(z) 5( v)
ffe) « L8708 — f(y) — f(x) < E2(f(2) — f(2)) = f@y) < f(@) +HF(2) — f(z)) avec

t =¥z

On a done f(y) < (1—)f(x) + f(2)
Or (1—t)o+tz = (1 - L=E)a + Lo = 2
Dou f(1—t)z+tz) < (1 —1t)f(z) + f(2)
V(z,y,2) e Bx<y<z = f(1—-t)z+t2) <A —t)f(z) + f(2)
La fonction f est donc convexe sur I.

2 g | YT, REYTHAY—AT ylz—=z) _

y—
;(: —x z—x z—x == Y

13




Interprétation graphique

Les pentes des droites (XY'), (XZ) et (Y Z) sont dans
I’ordre croissant.

.

On peut donc démontrer les théoremes admis :

Démonstration

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle [.

(1) = (2)

Soit (z,y) € I?,x < y.

Soit a e]x, y[.

On o 1@=1E) ¢ f-fle) ¢ fi-fla

a—x —a
par passage a la hmlte on a :
lim £@ ) f(w) < f(y) f( ) ot f(y) f ) < lim {®=1@)

a—x a—x Y@

Soit f/(¢) < f =g fo) ¢ fr(y)
Donc V(z,y) € 12 r<y = f'(z) < f(y)
Ainsi f” est croissante.

(2) = (1)

f’ est croissante sur I.

Soit (z,y) € I*,z < y.

Soit ¢ €]0, 1.

Posons z = (1—t)z+ty. Onadonc z—x =tly—x) et y—z=(1—1t)(y — )
D’apres le théoreme des accroissements finis, 3(c, d) €]z, z[x]z, y[ tels que :
f(Z)if(r) = f/(c) et (y) f( = £/(d)

Orz<c<z<d<y p f est croissante donc f'(c) < f'(d)

Soit encore {2 f(z)z — 2z < LY f(2)y — 2

f(;()y fe) o St o S o S0 £(5)(1— 1) car y > @
Dou (1—1)(f(2) — f(z)) < t(f( )= 1(2)) = f(2) — tf(z) — (1= 1) f(2) < t{(y) — tf(2)
= fz) <A =8)f(@)+tf(y) = f(A-tz+ty) <A —1)f(z)+tf(y)

Donc f est convexe sur I.

Ainsi f est convexe sur I <= f’ est croissante.

14



Démonstration - suite

Soit f une fonction convexe et dérivable sur un intervalle I.
Soit a € I.

Posons 7, : I\{a} = R

f(z) — fla)

r—a

T =

f est convexe donc :

r—a y—

f f
Y a
V(z,y) € Rz <a<y — L@@ o f@Iw) _, f@-fa) o fO-fe) _ .
b Y Y a
f f
Yy a

a—x a—

V(z,y) ER o<z <y — L@@ o f-10) _, [e-fa o fe-fe) _,

a—x a—

Donc V(z,y) € R%,x <y = 7,(z) < 7,(y

T—a y—

T, est donc croissante sur I'\{a} et lim 7,(x) = f’(a) car f est dérivable sur I.
T—a

r<a = 7,(x)< f'(a)

Donc Vz € I, r>a = 7,(2) > f'(a)
r<a— TO=D oy
Vx €1, S0
r>a = f(:z:i(a)? (@)
z<a = f(@)- f(a) > (@—a)f (a)
Vxef,{x>a = f(z)— f(a) > (x —a)f (a)
Vo eI, r<a = f(z)>= fla)+(x—a)f'(a)
r>a = f(x) > fla) + (z—a)f'(a)

Donc Vz € I, f(x) > f(a) + (x —a)f'(a)
Or I’équation de la tangente & C; en a est y = f'(a)(z —a) + f(a)
Donc € est au-dessus de sa tangente au point d’abscisse a.

Ainsi Va € I, C est au-dessus de sa tangente au point d’abscisse a.
C est donc au-dessus de chacune de ses tangentes.

15
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