Chapitre VIII - Orthogonalité et distances dans I'espace

Rémi Caneri
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I. Produit scalaire

1. Généralités sur le produit scalaire

Définition

Soit @ et U deux vecteurs de ’espace. R
Soient A, B et C trois points de I’espace tels que les vecteurs AB et AC soit des représentants des vecteurs
et .

Le produit scalaire de ¥ par U

U, noté ©.7, est égal au produit scalaire AB.AC.

Remarque

Dans la définition précédente, les points A, B et C dans le plan (ABC).
Donc les propriétés du produit scalaire dans ’espace sont les mémes que dans le plan.
On a donc, comme vu en premiere :

e @.T = AB.AC = AB x AC x cos(BAC)

e En appelant H le projeté orthogonal du point C sur la droite (AB), on a ©.7 = AB.AC = AB.AH

Propriété

Soient @, U et W trois vecteurs de I’espace.

Soit k € R.
e W2=wu.u = |ul? e U.(V+W)=4d.V+7d.0
e WU =0.1 o k(u.7)=(ku).V =1u.(kV)




Démonstration

Soient @, U et W trois vecteurs de I’espace.
Soit k € R. Soient A, B, C et D quatre points de ’espace tels que les vecteurs AB AC et AD soit des
représentants des vecteurs u, U et w.

e U et U sont deux vecteurs colinéaires donc u? = u.u = |u||u| cos(ﬂ’, u) = |u]* x cos(0) =

|71 x 1 =|d)?
e« TT=ABAC=ACAB=T.7%

e Démonstration en II.2.

. k(T.T) = (AB.AC) = (kAB).AC = (k).
k(.7 = k(AB.AC) = AB.(kAC) = @.(kT)

Propriété - identités remarquables

Soient U et ¥ deux vecteurs de I’espace.

|7 + V) = [Z]* + 2.7 + | 7]
|7 = V) = [Z]* - 22.7 + | 7]
(=) (& +7) = |2|* - | 7]

Démonstration

Soient U et ¥ deux vecteurs de I’espace.

|[T+7P =W+ 7). (T+7)=C. 0+ T+T.0+70.V = |d|?>+u¢.T+u.T+|7)? = |Z|*+2¢. T +| 7|?
|2 = 72 = |7 + (9P = |[Z® +22.(=7) + | = VPP = |[¥? - 24T + (-¥).(-7) =
1Z)? —2%.7 + (=1) x (=1)T.7
|7 = 7| = |2]? - 2.7 + |9
(- @+0)=0.0+UV—-0.0+ 0.7 =8> +2.7 2.7 +|7)?=|u|* - |7|?
Propriété - formules de polarisation
Soient ¥ et U deux vecteurs de 1’espace.
1
@7 =5 ([ + 7 - |21° - |¥]%)
1
a7 =5 ([ + 7 - |7 - ¥]*)

Démonstration

Découle directement de la propriété précédente.




ABCDEFGH est une cube dont ’aréte mesure 1 unité.

1. Déterminer les longueur AH.
2. En déduire AH.BE

Réponse

1. Dans le triangle AEH rectangle isocele en E, on a, d’apres le théoreme de Pythagore : AH? =
AF?*4+ FEH?=12+1?=1+1=2

Donc AH = /2
2. AH.BF =1 (JAHP + |BF? — |AH - BI?) = 1 (V2" + 1% — | AH - 4E)?)
AHBF=1(2+1—|AH+EAP)=1(3-|EE))=1(3-1?) =1

2. Orthogonalité

a. Généralités

Définition

Deux vecteurs @ et ¥ sont orthogonaux si et seulement si .7 = 0.
On peut noter @ L ¥.

Remarque

Le vecteur 0 est donc orthogonal a tout autre vecteur.




b. Orthogonalité de deux droites

7

Définition

Deux droites (d) et (d") de ’espace sont orthogonales s’il existe une droite parallele & (d) qui est perpendi-
culaire & (d’).

Propriété

Soient (d) et (d’) deux droites de 'espace de vecteurs directeurs respectifs @ et .
Les droites (d) et (d’) sont orthogonales si et seulement si 7.7 = 0.

Démonstration

Soient (d) et (d’) deux droites de I'espace de vecteurs directeurs respectifs @ et ¥.

(d) et (d") sont orthogonales <= il existe une droite (d”) parallele a (d) qui est perpendiculaire & (d)
Soit A le point d’intersection de (d’) et (d”).

On a donc (d') = d(A,7) et (d”) =d(A, ).

Nous nous trouvons donc dans le plan J’(A, %, V). Or dans un plan, deux droites dirigées par u et ¥ sont
perpendiculaires si et seulement si ¥.7 = 0 (vu en premiére)

Donc (d) et (d’) sont orthogonales <= (d”) = d(A, U) est perpendiculaire a (d') = d(A, V) < @.7 =0

Propriété

o Si deux droites sont paralleles alors toute droite orthogonale a I'une est orthogonale a l'autre.

e Si deux droites sont orthogonales alors toute paralléle a I’'une est orthogonale a I'autre.

Démonstration

Soient (d), (d’) et (d”) trois droites de I’espace de vecteurs directeurs respectifs u, U et 0.

« Supposons ( )//(d") et (d) L (d).
Onadonc & =7 et w.w0 =0 donc v.w =0
)

Ainsi (d’) et (d”) sont orthogonales.

e Supposons (d) L (d") et (d)//(d”).
On a donc .7 =0 et ¥ = W donc wW.7 =0
Ainsi (d’) et (d”) sont orthogonales.




C.

Orthogonalité d’une droite et d’un plan

Définition

Une droite est orthogonale & un plan si et seulement si elle est orthogonale a deux droites sécantes de ce

plan.

Propriété

Soit la droite (d) dirigée par le vecteur .
Soit le plan P dirigé par les vecteurs ¥ et @ non colinéaires.
(d) est orthogonale & P si et seulement si ©.7 = 0 et u.w = 0.

Démonstration

Soit la droite (d) dirigée par le vecteur .
Soit le plan P dirigé par les vecteurs v et @ non colinéaires.

(d) est orthogonale & P si et seulement si elle est orthogonale a deux droites sécantes de ce plan.

Soit p et ¢ des vecteurs directeurs de ces deux droites.
Onadoncp Luetqd LW

—

P et ¢ sont des combinaisons linéaires des vecteurs v et w puisque les droites appartiennent au plan 2.

—

3(ky, ko, ks, k) quatre réels tels que P =k, U + koW et ¢ = k3 U + ky @0

0 kT + kD). T
{ ¢>{“i+2@fi
0 w) .U

2T

.
.U
w ks DT+ kBT =0

(ksv + ky

0 {m?ﬂ+@wﬂzo
0<:>

e 1 cas: ky =ky =0
On a donc P = koW et ¢ = k0.
Ainsi P et ¢ sont colinéaires, ce qui est impossible.
o 2™ cas ik, =0et ky #0 o
k; = 0 donc ky # 0. En effet, sinon, 7 = 0 et 0 est colinéaire a tous les vecteurs.

p.u=0 kyw. 4 =0 W =0 WU =0
— —> ~ — — — —> ~ — —> ~ — —>
qg.u=0 ksv.u +kyw.uw =0 ksv.u =0 v.u =0




Démonstration - suite

o 3 cas:k, #0et ks =0 N
ks = 0 donc k, # 0. En effet, sinon, ¢ = 0 et 0 est colinéaire a tous les vecteurs.

{33—0 {hvz+@wﬂ 0 {miﬂ—o {KU—O
= 0<:> R =

=0 ek B2 =0 B2 =0

o 4% cas ik #+0et ky #£0
Si P et ¢ étaient colinéaires, on aurait : INER, p = \¢

b,
— —> o 2.9 kl_)\k?xzo klekS k?)_
Or v et w ne sont pas colinéaires donc =
7 R — Ry =
’ &
— k—lz .2 =0 — ko 0.0 + koks 0.0 =0 —

Propriété

Une droite (d) est orthogonale & un plan 2 si et seulement si elle est orthogonale a toutes les droites de ce
plan.

Démonstration

Soit la droite (d) dirigée par le vecteur .

Soit le plan P dirigé par les vecteurs ¥ et w non colinéaires.
Soit une droite (d’) du plan 2 dirigée par un vecteur 7.

Il existe k; et ky deux réels tels que P =k, U + kyt0.

P est donc une combinaison linéaire des vecteurs v et w.

(d) est orthogonale & ? = 4.U =0et ©w.wW = 0.
Donc (d) et (d”) sont orthogonales.

Réciproquement, supposons que (d) soit orthogonales a toutes les droites du plan 2.
En particulier elle sera orthogonale a deux droites sécantes de P.
Donc (d) est orthogonale au plan 2.




d.

vecteur normal a un plan

Définition

Soit 2 un plan dirigé par deux vecteurs non colinéaires U et v.
Tout vecteur non nul 7 orthogonal & U et U est appelé vecteur normal au plan 2.

3
<l

Propriété

Soit A un point de I’espace. Soit 7 un vecteur non nul de ’espace.
L’ensemble des points M de I’espace tels que AM.70 = 0 est le plan passant par A de vecteur normal 7.

Démonstration

Soit 7 un vecteur non nul de I'espace.

Soit A un point de Iespace.

Soit P le plan passant par A et orthogonal & 7.

Soient @ et ¥ deux vecteurs directeurs (donc non nuls) du plan 2. On a donc 7.4 = 1.7 = 0
Ainsi %, U et 7 sont non coplanaires et deux a deux non colinéaires.

(¢, 7, 1) est donc une base de I'espace. N

Pour tout point M de Iespace, il existe donc trois réels x, y et z tels que AM = 27U +yv + 21

Soit M un point du plan P. N

Il_eziiste x et y deux réels tels que AM = xW + y¥ car u© et v sont deux vecteurs non colinéaires.
AM7 = (240 +yV). T =200 +y0. 7 =xx0+yx0=0

Ainsi, tous les points M du plan P vérifient AM.7 = 0.

R_éc)iproquement, soit M un point de ’espace tel que AM.7 = 0.

AM7T =0 < (20 +yV +21).7 =0 < 2u.0 +yv. 0 +20.0 < 2|7?=0 < 2=0
Donc AM = zu +yv

Ainsi M € P. .

Tous les points M tels que AM.7 = 0 appartiennent donc au plan normal & 7 passant par le point A.

L’ensemble des points M de I’espace tels que AM.7 = 0 est donc le plan passant par A de vecteur normal

—
n.

Remarque

On peut donc définir un plan par la donnée d’un point et d’un vecteur normal.




e.

Projeté orthogonal

7

Définition

Soit  un plan de ’espace et A un point de 1’espace.
Il existe une unique droite (d) orthogonale au plan P passant par le point A.
La droite (d) coupe le plan ? en un unique point H appelé projeté orthogonal du point A sur le plan 2.

Définition

Soit (d) une droite de I'espace et A un point de l’espace.
Il existe une unique droite (d’) perpendiculaire a la droite (d) passant par le point A.
La droite (d”) coupe la droite (d) en un unique point H appelé projeté orthogonal du point A sur la droite

(d).

Propriété

Soit 2 un plan de I'espace et A un point de I'espace.
Soit H le projeté orthogonal du poin A sur le plan 2.
H est le point de P le plus proche de A.

Démonstration - a connaitre

Soit P un plan de 'espace et A un point de ’espace.

Soit H le projeté orthogonal du point A sur le plan 2.

Si A appartient au plan P alors H et A sont confondus et donc AH = 0.
Supposons donc que A ¢ P.

Soit M un point du plan P distinct de H.

Le triangle AM H est donc rectangle en H.

L’hypoténuse est le plus grand c6té d’un triangle rectangle donc AM > AH
Pour tout point M du plan P, AM > AH

Donc le point H est | epoint du plan 2 le plus proche du point A.

10




Propriété

Soit  un plan de ’espace et A un point de I’espace.
Soit H le projeté orthogonal du point A sur le plan 2.
Soit 7 un vecteur normal du plan . Pour tout point M du plan P, on a :
AM.7
Ag = | qM
|7

Démonstration

Soit P un plan de ’espace et A un point de I’espace.
Soit H le projeté orthogonal du point A sur le plan 2.
Soit 7 un vecteur normal du plan 2.

Les vecteurs AH et 7 sont donc colinéaires.

Soit M e P
\AM = |AH 7| car H est le projeté orthogonal de M sur la droite (d).
Donc \AM n|= |AH n| = AH|7|

Or 7 étant normal au plan P, il est non nul donc de norme non nulle.
Ainsi AH = AM-7]

VM e P, AH = AM.7

Propriété

Soit (d) une droite de 'espace. Soit A un point de l’espace.
Soit H le projeté orthogonal de A sur (d).
Le point H est le point de (d) le plus proche de A.

Démonstration

Soit (d) une droite de ’espace. Soit A un point de l’espace.

Soit H le projeté orthogonal de A sur (d).

Soit M un point de (d) distinct de H.

Le triangle AH M est rectangle en H donc d’apres le théoréeme de Pythagore :
AM? = AH? + HM?

Donc AM? > AH? et donc AM > AH

VM € (d),AM > AH

H est donc le point de (d) le plus proche du point A.

Propriété

Soit (d) une droite de I'espace de vecteur directeur u. Soit B un point de la droite (d). Soit A un point de
l’espace. Soit H le projeté orthogonal de A sur (d).
La distance de A a (d) est la distance AH avec :

—_— 2
AH?:AB%—(BA“
||

11




Démonstration

=7 >\ 2 — —
Soit les points H et B sont confondus, auquel cas, AH?> = AB?> = AB? — <BT‘%%> car BA= 0.

Soit les points H et B sont distincts, auquel cas le triangle ABH est rectangle en H.
Le théoréeme de Pythagore indique alors :

AB? = AH? + HB?

AH? = AB?> - HB? N

Or H est le projeté orthogonal de A sur (d) donc BA. W = BH.%.

Soit BH et @ sont de méme sens, auquel cas BH.@ = BH 1]

Soit BH et @ sont de sens contraires, auquel cas BH.7 = —BH| |

— 2
Dans les deux cas, (BH.T[) = BH?|u|?

Dot BH? = (’T’;ﬁ)Z — (ﬁ’fﬂ’)Q

I]

— N2
Ainsi AH? = AB? — (EELT)

II.

1.

Base orthonormée - repere orthonormé

Généralités

Définition

> - - . ,

, 7, k) est dite orthonormée.

- = = . ,
i, 7, k) est dit orthonormé.

ABCDEFGH est un cube.

A B

Démontrer que le repére (O; ;1_1—3;, ZE, :4—1—5) est orthonormé.

Réponse

ABCDEFGH est un cube donc AB = AE = AD = 1 en prenant pour unité la longueur AB.
AB.AE = } (|AB|® + |AE|? — |AB — AE|?) = } (AB® + AE? — |AB + EAJ?)

ABAE =} (AB® + AE® — |EB|?) = § (AB® + AE® — EB?)

Or AB_Q_;i— _1_4_>E2 = EB? d’apres le théoréme de Pythagore dans le triangle AEB rectangle en A.
Donc AB.A_E> i (EB? —_E)Biz 0

De méme AB.AD =0 et AE.AD =0

Donc le repere (O; A—B), A—E), E) est orthonormé.

12




2. Coordonnées

Propriété
R i diid .

Soit (¢, j, k) une base orthonormé.
x

Soit @ | y | un vecteur de ’espace dont les coordonnées sont données dans cette base.
z

Alors

|Z] = V2% +y2 + 22
[ Démonstration

—

Soit le repere (O; i, 7, 7{:)) orthonormé.

On considere le point M de ’espace tel que OM = T.

Soit M’ le projeté orthogonal de M sur le plan 2 contenant O et de vecteurs directeurs 7 et 7

Le triangle OMM’ est donc rectangle en M’. Donc, d’aprés le théoreme de Pythagore,
OM? = OM"? + M’ M?

Or dans le repere (O; 7, 7) du plan P, OM’ = \/x2 + y?

Dow OM? =z* +y* + M'M? |

Or MM’ = zk donc MM'’? = MM’ .MM = zk.zk = 2%k.k = 2:2||7<:>||2 = A Ril=z

Donc OM? = 22 + y? + 22

Propriété

Soit (?, 7, Z:)) une base orthonormé.
7 e

Soit % | y | et ¥ | v/ | deux vecteurs de I’espace dont les coordonnées sont données dans cette base.
z z’

Alors

LU =z +yy + 22

13



Démonstration

Soit ( j k:) une base orthonormé.
o G
Soit % | y | et ¥ | v/ | deux vecteurs de I’espace dont les coordonnées sont données dans cette base.
z z’
z—1
Donc v — 7 | y—v
z—2
.V =g ([ + |9 — |2 - 7])
UV =2+ +22+2%+y?+2%— [z -2+ (y— y’)2 +(z—2')?%])
UV =52+’ +22+ 2% +y?+2?%— [22 — 200 +:L"2 —|—y —2yy’ —1—3/2 +z — 222" + 2'?])
UV =322+ +22+0?+y?+22 —2? + 200" — 2’ —y? + 2yy’ — y'? — 2% + 222" — 2'?)
UV =5 (223’ +2yy +222') UV = wa’ +yy + 22
Démonstration

Soient U, U et W trois vecteurs de 1’espace.
, - /= — - —
Démontrons que 4. (¥ + W) = 4.7 + 4.0.

Plagons nous dans une base orthonormé (_>, 7, 7{:))
x x’ x”
Posons w |y |, T |y | et @ | v/
z z 2"
x/ + w//
Onadonc v+ w |y +y”
Z/ + z//
UV + U0 =xx +yy + 22 +xx” +yy’ + 22"
C(T+W0)=z(@ +2")+yly +y")+2(' +2") =z’ +x2” +yy +yy’ + 27 + 22" =4V + 0.0

Propriété

Soit (O; 7, 7, k) un repére orthonormé.
Dans ce repere, on considere deux points A(x 45y 4524) et B(xg;ygp; 25)-

AB= /(x5 —14)2 + (yg —ya) + (25 — 24)?

Démonstration

Soit (O; 7, 7, 7{:)) un repere orthonormé.
Dans ce repere, on considere deux points A(x 45943 24) €t B(zg;yg; 25)-

Tp— T4

—
On a donc AB | yg—ya4
B — %A

— |AB| = /(x5 —74)2 + (Y5 — Ya)? + (25 — 24)°

14




3. Equation cartésienne d’un plan

Propriété

On munit ’espace d’un repére orthonormé.

a
e Un plan de vecteur normal 7 | b | a une équation de la forme ax + by +cz+d =0oud € R.
c
Cette équation est appelée équation cartésienne du plan.

e a, b, ¢, d étant quatre nombres réels tels que a, b et ¢ sont non tous nuls, I’ensemble des points
a
M (z;y; 2) tels que ax + by + cz +d = 0 est un plan de vecteur normal 77 | b
c

Démonstration

L’espace est muni d’un repére orthonormé.

o Soit A(x 4;Y4;24) un point de lespace.
a
Soit 2 le plan de vecteur normal 7 | b | passant par le point A.
c
Soit M (z; y; z)_e) P.
Les vecteurs AM et 7 sont donc orhogonaux.
]:)_OI}IC AM. 7 = 0.
AM7 =0 <= (z—24)a+ (y—y )b+ (z—24)c=0 < ar+by+cz—ary —by, —czy =0
= ar+by+cz—(axy+bys+czy) =0
En posant d = —(ax 4 +byy +cz4),onaar+by+cz+d=0
Tous les points M (x;y; z) du plan vérifient 'équation az + by + cz + d = 0.
Donc une équation du plan P est axz + by + ¢z +d = 0.

e Soient a, b, ¢, d quatre nombres réels tels que a, b et ¢ sont non tous nuls.

Soit Q I’ensemble des points M(x;y; z) tel que ax + by + cz + d = 0.

Supposons que a # 0. (Le raisonnement serait le méme si b # 0 ou si ¢ # 0)

Le point A(%d;O;O) est un point de 9 car a x _Td+b>< 0+cx0+4+d=—-d+d=0.

d= a% donc

ar+by+cz+d=0 < ar+by+cz+al=0 < a(z+2)+by+cz=0 < AM.7 = 0 avec
a

7 | b | Donc I’ensemble Q est le plan normal & 7 passant par le point A.
€

15



On considere I'espace muni d’un repeére orthonormé.

1
Déterminer une équation cartésienne du plan P passant par le point A(1;2;3) et normal au vecteur 7 (1) .
1

Réponse

e Premieére facon
Une équation cartésienne du plan P est de la forme 1z + 1y + 1z +d = 0 avec d € R.
OrAePdoncl1+2+3+d=0doud=—6
Ainsi une équation cartésienne du plan P est x +y+2—6 =0

e Deuxieme fagon
Soit M(z;y; 2) € P.
On a donc AM.7 =0
Donc (z—1)x14+(y—2)x14+(2—3)x1=0 <= z+y+2—6=0
Ainsi une équation cartésienne du plan P est x +y+2—6 =0

Point d’intersection d’un plan et d’une droite

On peut donc maintenant trouver I’éventuel point d’intersection d’un plan  dont on connait une équation
cartésienne et d’une droite (d) dont on connait une représentation paramétrique.

L’équation cartésienne du plan est de la forme ax + by + cz + d = 0 et la représentation paramétrique de

z=ft+g
la droite est de la forme < y = f't + ¢’
= f//t+g//

On remplace donc x, y et z dans I’equation cartésienne du plan par leur expression en fonction de .
On a ainsi une équation du premier degré :

aft+ag+bf't+bg +cf't+cg”+d=0 < (af +bf +cf’)t+ag+bg +cg” +d=0

o 1 cas:af+bf +cf'=0etag+bg +cg”+d=0
L’équation (af +bf" + cf”)t + ag + bg’ + cg” + d = 0 admet une infinité de solutions. Il s’agit donc
de la droite (d). (d) C P.

o 2™ cas:af +bf +cf/ =0etag+bg +cg’ +d+0
L’équation (af + bf" + c¢f”)t + ag + bg’ + cg” + d = 0 n’admet aucune solution. La droite (d) est
parallele strictement au plan 2.

o 3™ cas:af +bf +ecf’ #0
(af +bf +cf")t+ag+bg +eg’ +d=0 < t =20 read
On peut donc remplacer ¢ par sa valeur dans la représentation paramétrique de la droite (d).

( ag+bg +cg” +d b(f'g—fg')+c(f'9—fg")— fd

T T b e 19T af +0f +cf”
), _wgtbg +eg” tde g a(fg' = f'9) +c(f"9—fg") = f'd
af +bf" +cf” af +bf" +cf”
_agtbytegtd,, o, _ oS 19 +b(f'g"— f'g) — f'd
af +bf +cf” af +bf +cf”

Le point d’intersection du plan P et de la droite (d) est le point de coordonnées

( b(f g—fg" ) +e(f"9—f9")— fd a(fg'—f"g)+c(f"9—fg")— f’d a(fg”"—f"g)+b(f 9" —f'9")— f"d>
af o) Tcf” af¥of v af 1o+
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On considére un repére orthonormé (O; 7, 7, 75)
Soit le plan P d’équation cartésienne x + 2y + 3z + 6 = 0.
r=2t+3
Soit la droite (d) dont une représentation paramétrique est ¢ y = 3t + 1
z=1t
Déterminer 'intersection du plan 2 et de la droite (d).

Réponse

T+2y+324+6=0 <= 2t+3+23t+1)+3t+6=0 < 2t+3+6t+2+3t+6=0

= 1t411=0 < 11t =—11 < t=—1
z=2x(-1)+3=1

Ainsiona:<y=3x(—-1)+1=-2
z=—1

On vérifie que les coordonnées trouvées vérifient bien I’équation cartésienne du plan P :
142x(—2)4+3x—-14+6=1-4—-34+6=0

Les coordonnées du point d’intersection vérifient bien 1’équation cartésienne du plan P donc le point
d’intersection du plan 2 et de la droite (d) est le point de coordonnées (1; —2;—1).

On considére un repére orthonormé (O; T ] k)
Soit le plan P d’équation cartésienne 2z — 3y + 2z — 5 = 0.
Soit A(1; —2;3). Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal du point A sur le plan P.

Réponse

Le plan  a pour équation cartésienne 2x — 3y + z — 5 = 0.

2

Donc 7 (—3) est un vecteur normal au plan 2.
1

Soit H(z g3y 2r) le prOJete orthogonal de A sur P.

Les vecteurs AH et 7 sont donc colinéaires. Donc il existe un réel k tel que AH = k7.

ry—1=2k rg=2k+1 ry=2k+1
Ainsi S yg— (—2)=-3k <= Jyy=-3k+(-2) < <ygy=-3k—2

Or H € P donc 2z —3yy + 25 —5=0
Dot 2(2k + 1) — 3(—3k — 2) + (k+3) — 5 = 0.
4dk+24+9%+6+k+3-5=0

14k + 6 :O
14k = —
k= _14 _%
3 6 1
oE ( 7) - T =g
3 9 5
O d :—3(——)—2:——2:__
n a donc < yy - - -
3 18
w=—g =
Le projeté orthogonal du point A sur le plan P a pour coordonnées (%7 —%; 1—78)
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III. Approfondissement

1.

Intersection de deux plans

Propriété

L’intersection de deux plan P et P’ est :
e Soit le plan P si P et P’ sont confondus.
e Soit I’ensemble vide @) si P et P’ sont strictement paralléles.

o soit une droite (d) si P et P’ sont sécants.

Méthode

On considére un repeére orthonormé (O; 7, 7, Z)
Soit P:ax+by+cz+d=0et P :a’x+by+c'z+d =0 deux plans de 'espace.

e 1 cas:a, b, c,deta’, b, ¢, d sont proportionnels.
Alors les plans 2 et P’ sont confondus.
PNP =P
28me cas 1 a, b, c et a’, b, ¢/ sont proportionnels (mais pas avec d et d’).
Alors les plans P et P’ sont strictement paralléles.
PNP =0
3%M€ cas : a, b, c et a’, b, ¢’ ne sont pas proportionnels.
Alors les plans P et P’ sont sécants.
Il faut donc résoudre le systeme suivant :
ar +by+cz+d=0 ar +by+cz+d=0
14

adr+by+cz+d =0 (a—a)x+b—=0b)y+(c—c)z+(d—d)=0

systéeme de deux équations a trois inconnues.

Pour le résoudre, on parametre une des inconnues, x par exemple, en posant x = t.
On déduit les deux autres inconnues en fonction du parametre .
Ainsi on obtient une représentation paramétrique de la droite, intersection des deux plans.

18
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On considére un repére orthonormé (O; 7, 7, Z;)
Soit P:ax+2y+z+5=0et P :2x+ 3y+ 4z + 6 =0 deux plans de I'espace.
Déterminer I'intersection des deux plans P et P’.

~

Réponse

Ona:a=1,b=2,c=1letd=5ainsiquea =2, =3,¢ =4etd =6.
& =2, % = % #+2donc a, b, cet a’, b, ¢’ ne sont pas proportionnels.
L’intersection des plans P et P’ est donc une droite

Résolvons le systeme

20 +3y+42z+6=0
Posons = ¢. On a alors :

{ r+2y+2z+5=0

z4+2y+24+5=0
z+y+32+1=0

=1 =1 =1
t+2y+24+5=0 <~ t+2y+2+5=0 <~ t+2y+24+5=0 <~
t+y+324+1=0 20+2y+624+2=0 t+5z2—3=0
t+2y+2+5=0
[
5
=1 T =t =1 7 =
t+2y+¥+5:0(:) 2y:—5—t—%(:) 2y = 285 4t e QY= 2810 4t
3—t 3—t 3—t 3—t
T TTs T T
r=1
= <y=—0,4t—2,8
z=—0,2t +0,6
=1

y=—0,4t — 2,8
z=—0,2t+0,6

Une représentation paramétrique de la droite (d), intersection des plans P et P’ est

2.

Déterminer un vecteur orthogonal a deux vecteurs non colinéaires

Propriété

Si une vecteur 7 est orthogonal & deux vecteurs u et ¥ alors le vecteur 7 est normal & tous les plans

dirigés par les vecteurs u et .
o . . . . —> —>
Il dirige donc la droite, intersection de deux plans de vecteurs normaux u et v.
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On considére un repére orthonormé (O; 7, 7, Z;)
1 2

Soit W |2 | et W |3
1 4

4, q 4 — — —
Déterminer les coordonnées d’un vecteur n orthogonal aux vecteurs uw et v.

Réponse

En reprenant l’exemple précédent, on remaruqge que le vecteur @ est noraml au plan P et que le
vecteur U est normal au plan P’.
Donc le vecteur 7 orthogonal aux vecteurs u et ¥ dirige I'intersection (d) de ces deux plans.
T =1
Nous avons trouvé (d) : < y = —0,4t — 2,8
z=-—0,2t +0,6

1
Donc le vecteur n; | —0,4 | est donc un vecteur orthogonal aux vecteurs u et ¥.
—0,2
5
Le vecteur 7 | —2 | est aussi un vecteur orthogonal aux vecteurs @ et v.
-1

3. Equation d’une sphére dont on connait le centre et le rayon

Propriété

=
]

>

On considére un repére orthonormé (O; i , 7, ).
Une équation de la sphére de centre Q (zq; yo; 2o) et de rayon R est (z — 20)° + (y — yo)° + (2 — 2o)° = R2

Démonstration

On considére un repére orthonormé (O; ?, ?, 75)

Soit M (x;y; z) un point de I'espace. Soit Q (zq;yq; 2o) un autre point de l'espace. Soit R € R.
Soit & la sphere de centre 2 et de rayon R.

MeS < MQO=R < MMP=R? = (z—zq)°+ Wy—yg)’+ (2 —29)° = R?

Dans un repére orthonormé (O; 7, 7, E), Déterminer une equation de la sphere § de centre Q(1;2;3) et de
rayon 2.
Réponse

Une équation de la sphére de centre © (1;2;3) et de rayon 2 est (z —1)° + (y —2)* + (z — 3)* = 22
ou(z—1°+y—2°>+(z—3)7°=4.

Ou encore, en développant :

22 —2x+y* —4y+22—62+10=0
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On considére un repére orthonormé (O; i, 7, k).
Soit la sphére § dont une équation est 22 — 2z + y? — 6y + 22 — 8z + 10 = 0.
Déterminer le rayon et les coordonnées du centre de la sphere S.

~

Réponse

22 —224+1% —6y+2°2—824+10 =0 <= 22—22+12—124¢y%>—2yx3+32—-324+22—22x4+42-424+10=0
e g e P A A 1 e g — Dy 50 B e B — Qe 22— O s AL A2 G ) = )

= (z—1)2—-14(y—32-94+(2—4)2?-16+10=0 < (z—1)?+(y—3)?+(2—4)2?—-16=0
= (z—1)24+y—324+(2—4)2=16 < (z—1)2+(y—3)2+ (z—4)% = 42

Donc la sphere S est la sphere de rayon (1;3;4) et de rayon 4.

Intersection d’une sphére et d’une droite

Propriété

Soit © un point de I'espace. Soit R € R. Soit (d) une droite de I’espace.
Soit & la sphére de centre {2 et de rayon R.
Soit dg, la distance entre le point € et la droite (d).

e Sidg > R alors la droite (d) et la sphére § ne se coupent pas.
dnNS&=10

o Sidg = R alors la droite (d) et la sphére § se coupent en un point.
La droite (d) est dite tangente a la sphere §.

e Sidg < R alors la droite (d) et la sphere § se coupent en deux points.

Méthode

On considére un repére orthonormé (O; 7, ?, 75)
Soit M (x;y; z) un point de l'espace. Soit Q (zq;yq; 2o) un autre point de l'espace. Soit R € R.
Soit & la sphere de centre 2 et de rayon R.

x=at+a
Soit (d) la droite dont une représentation paramétrique est ¢ y = bt + b’
z=ct+c

Une équation de la sphere S est (z — xQ)2 + (y— yQ)2 + (2 — 29)2 = R2
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Méthode - suite

On remplace alors x, y et z par leur expression en fonction de t.
On arrive alors & une équation du second degré (£) d’inconnue ¢.

e Si (F) n’a pas de solution alors la spheére § et la droite (d) ne se coupent pas.

Sn(d)=10

e Si (F) a une seule solution alors la sphere § et la droite (d) se coupent en un seul point et la droite

(d) est tangente a la sphére §.

On remplace ¢ par sa valeur dans les expressions de z, y et z pour obtenir les coordonnées du point

d’intersection de § et (d).

e Si (E) a deux solutions alors la sphere § et la droite (d) se coupent en deux points.

On remplace ¢t dans les expressions de z, y et z successivement par les deux solutions de (F) pour

obtenir les coordonnées des deux points d’intersection de § et (d).

On considére un repére orthonormé (O; 7, _'», 7{?)
Soit la sphére 8 dont une équation est 22 — 2x + y? — 6y + 22 — 82+ 10 = 0.
z=t+2
Soit la droite (d) dont une représentation paramétrique est y=—t+1
z=—2t4+3

Déterminer les coordonnées des points d’interesection éventuels de la sphere § et de la droite (d).

~

Réponse

8(—2t+3)+7,5=0
= P24 At 4+ 4 -2t —44+12 —2t+14+6t—6+4t2—12t+9+16t—24+7,5=0
= 6t24+10t—12,5=0

A =10%—-4x6x (—12,5) =400 > 0 Il y a donc deux racines :
5
2

¢ — —10-v400 _ _
1= 2x6 -

¢ — —10+V400 _ 5
2 — 2x6 6

Le premier point d’intersection a pour coordonnées :

5 1
— 249 - =
T=—gt 2
5 7
Y (N 1 _ !
y (2)+ 2
5

:—2 _— =

z ><< 2>+3 8

Le deuxieme point d’intersection a pour coordonnées :
5 17
T ==+42 = —

6

Sy -
¥="\6 6

5 4
—2x(2)4+3 =2
z ><<6>+ 3

Les coordonnées des points d’intersection de S et de (d) sont (—%; %; 8) et (17' %; %)

(@}

22 -2+ —6y+22—-82+10=0 < (t+2)2—-20¢+2)+(—t+1)2—6(—t+1)+ (-2t +3)? —
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5. Intersection d’une sphére et d’un plan, plan tangent a une sphére en un point

Propriété

Soit 2 un point de I'espace. Soit R € R. Soit P un plan de I'espace.
Soit & la spheére de centre {2 et de rayon R.
Soit dg, la distance entre le point €2 et le plan P.

e Sidg, > R alors le plan P et la sphere & ne se coupent pas.
PNS=10

e Sidg = R alors le plan P et la sphere § se coupent en un point.
Le plan P est dit tangente a la sphere S.

e Sidg < R alors le plan P et la sphere § se coupent selon un cercle.

6. Sphere circonscrite a un tétraedre

Propriété

Soit ABCD un tétraedre non aplati de I'espace.
Il existe une unique sphere circonscrite au tétraedre ABCD, c’est-a-dire passant par les quatre points A,
B, Cet D.

Démonstration

Soit ABCD un tétraedre non aplati de I’espace.

Dans le plan (ABC'), on consideére le point E, centre du cercle circonscrit au triangle ABC.

On a donc FA = EB = EC.

Soit (d) la droite orthogonale au plan (ABC') passant par E.

Gréce au théoreme de Pythagore, on démontre aisément que tout point de la droite (d) est équidistant des
points A, B et C.

Soit 2 le plan médiateur du segment [AD], c’est-a-dire le plan constitué des points équidistants de A et D.
Le tétraedre n’étant pas aplati, le plan P n’est pas parallele a la droite (d).

Ainsi le plan 2 coupe la droite (d) en un seul point O.

Le point O est donc équidistant des points A et D et donc aussi des points C et B.

Le point O est donc le centre de la sphére circonscrite au tétraedre ABCD.

Il existe bien une unique spheére (car un seul point O) circonscrite au tétraedre ABCD.
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7. Fonction scalaire de Leibniz

Définition

Soit n € N*.
Soit (4;).

i€[1,n]
Soit (ai>ie[[1,n]]
On appelle fonction scalaire de Leibniz associée au systeme ((A4,, ai))ie[[ 1n]

R qui, & un point M associe le scalaire (réel) f(M) = Z a;MA2.
=1

une famille de points de ’espace.
une famille de scalaires (c’est-a-dire une famille de nombres réels).

I’application f de ’espace dans

Propriété

Soit n € N*.
Soit O un point de ’espace.
Soit (A;) une famille de points de I'espace.

Soit (ai)ieﬂl,n]]

Soit f la fonction scalaire de Leibniz associée au systeme ((4;, ai))ie[[ Ln]"

Soit 7 la fonction vectorielle de Leibniz associée au systéme ((4;, ai>)ie[ L]

i€[1,n]
une famille de scalaires (c’est-a-dire une famille de nombres réels).

o Si Zai =0 alors :
i=1

F(M) = f(O)+2MO.T ou T = f(M) = f(O) = cste
o Si iai # 0 alors :
i=1

f(M) = f(G)+ (Z ai) MG? ou G est le barycentre du systeme ((A4,, ai))ieﬂl L’
=1 ’

aiaj(AiAj>2

De plus f(G) = B

a;

n
i=1

Démonstration

Soit n € N*.
Soit O un point de I’espace.
Soit (Ai)ie[[ 1] UDE famille de points de I’espace.

Soit (ai>ie[[1,n]]

Soit f la fonction scalaire de Leibniz associée au systeme ((4;, ai))ie[[ L]

Soit 7 la fonction vectorielle de Leibniz associée au systéme ((4;, ai))ie[I Lol

une famille de scalaires (c¢’est-a-dire une famille de nombres réels).

Soit M un point de I'espace.
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Démonstration - suite

e Supposons que Z a; =0

n

=S aMAZ= q, (MO +OR)’ =

=1
n

o

N

a; [(Mo)2 + 2MO.0A, + (OAi)Q}

F(M) =" q; [MO? + 2MO.0A; + 0A2] = ( aiMOZ) + (fj aizj\TO’.O_A;> + (fj aﬁA?)
=1

=1

i=1 =1

= (Zai) MO? +2]\TO).Zai5j{:+f(O)
i=1 i=1

—>

F(M) = 0 x MO? 4 2MO0. Fo)+ f0) =

e Supposons que Z a; #0

£(0) +2MO. T avec @ = f(O) = cste (voir chapitre 05)

3

ZaMA2 Z .(zw_c:’+cﬂ;)2zzai [(MG)2+2MG.GAi+(GAi)2]

=1
n

=1
n

f(M) =" a; [MG? + 2MC.GA; + GA?] = ( aiMG2> + (zn: aiQJ\TG).CﬁZj + (zn: aiGAf)
=1

=1

f(M) = (iai) MG? + 2MG (iai

=1

F(M) = (Za ) MG?

Posons s = E a;.

=
D’une part :

Z a;f(4;) = Z a; Z aj<AiAj>2

i=1 i=1 =1
ment
Soaf(A) = > a,(f(G) + sA,G?

> aif(4) = sf(G) +5f(G) = 25f(G)

—_

i= =1

cﬂg) + f(G) = f(G) + (zn: ai) MG? + 2MG.0
=1

Zaif(Ai) = Zai (f(G) + (Z ai> AiG2> d’apres la formule de f(M) démontrée précédem-

) = (iaiw)) + (ZAG) - (Z) 7G) +

Des deux formules de Z a; f(A;), on déduit que :

22 iji —23f()

1<i<j<n

2 Z aiaj(AiAj)2 Z

2s

n
D a

i=1
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