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I. Primitive d’une fonction continue
1. Généralités
Définition

Soit f une fonction continue sur un intervalle I.
On appelle primitive de la fonction f, toute fonction F dérivable sur I telle que F’' = f.

Théoréme - admis

Soit I un intervalle.
Toute fonction continue sur I admet des primitives sur I.

Donner, si elle existe, une primitive de la fonction f définie sur RY. par f(z) =2 — %

Réponse

La fonction f est continue sur R* car la fonction z % I’est.
Donc la fonction f admet des primitives sur R .

La fonction F définie sur R} par F(z) = 2z — In(x) est une primitive de f car F'(z) =2—1 = f(z).
On peut remarquer que la fonction F; définie sur RY par F'(z) = 2z —In(z)+1 est aussi une primitive
de fear F{(z) =2—24+0=2—1 = f(x)

Propriété

Soit f une fonction continue sur un intervalle I. Soit F' une primitive de la fonction f sur I.
Soit G une fonction dérivable sur I.

G est une primitive de f < Jec € R,V € I,G(z) = F(x) + ¢

Démonstration - a connaitre

1) = ()
Supposons que G est une primitive de f sur I.

Ve e l,G' (z) = f(z)

Or F est une primitive de f sur I.

Ve el F'(z)= f(x)

AinsiVe € I, (G- F)'(z) = G'(z) — F'(z) = f(zx) — f(x) =0
Donc la fonction (G — F') est constante car sa dérivée est nulle.
Donc Jc € R,Vz € I,(G — F)(x) =¢

Ou encore dc € R,Vx € I,G(x) — F(z) = ¢

Soit 3¢ € R,Va € I,G(z) = F(x) + ¢

(2) = (12)

Supposons qu’il existe ¢ + inR tel que Vo € I,G(x) = F(z) + ¢
Veel,G'(z)=F'(x)+0=f(x)

Donc G est une primitive de f sur [I.




Propriété

Soit f une fonction continue sur un intervalle I. Soit z, € I. Soit y € R.
Il existe une unique primitive F'de f sur I telle que F(z) = y,.

Démonstrations

Soit f une fonction continue sur un intervalle I. Soit z, € I. Soit y € R.

Soit G un primitive de f sur I.

Posons F(z) = G(z) — G(xy) + Y-

F est aussi une primitive de fsur [ car F'(z) = G’ (z) —0+0 =G’ (z) = f(z).
De plus F(zy) = G(zy) — G(x) + yo = o

Donc il existe bien une primitive F'de f sur I telle que F(z) = y,.

Supposons qu'’il existe deux primitives F} et F, de fsur I qui vérifient F(zy) =y, et Fy(zq) = yo-
de; e R, Ve € [, Fi(z) = G(z) + ¢

e, € R,V € I, Fy(x) = G(x) + ¢

Fy(zg) = yo = Fy(z)

Fy(zg) = Fy(zg) = G(zg) + ¢, =G(xg) +cg = 1 =0¢y

Donc Vx € I, F)(z) = Fy(x)

Ainsi Il existe une unique primitive F'de f sur [ telle que F(z,) = y,.

Soit f la fonction définie sur R par f(z) = 2¢* + 3.
Déterminer la primitive F'de f sur R telle que F(0) = 5.

Réponse

La fonction G définie sur R par G(z) = 2e” + 3z est une primitive de f sur I car Vo € I,G'(z) =
2e" + 3.

Donf il existe ¢ € R tel que F(x) = G(z) + c.

Or F(0) =5 donc G(0) +¢ =5

Ainsi 2¢° +3x04+c=5

Dou2+c=5soitc=3

On adonc Vo € I, F(z) = e** + 3z +3




2. Primitives de fonctions de référence
[ Propriété
Soit f une fonction définie sur un intervalle I. Soit F' une primitive de f sur I.
Dans le tableau ci-dessous, ¢ est un réel.
Si f(z) = Alors F(z) = I
k avec k €r kx +c R
7 %x2 R
7 an-i—l R sin >0
avec n € Z\{0;1} ntl ] — 00;0[ ou ]0; +o0[ sir n < 2
1 In(z) + ¢ R
= —14c ] — 00;0[ ou |0; +o0]
1
o 2\/5 +c 10; +o0[
sin(x) —cos(z) + ¢ R
cos(z) sin(z) + ¢ R
e’ e’ +c R
3. Opérations sur les primitives

Propriété

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle I. Soient F'et G les primitives sur I respectivement
de fet g. Soit k € R.

e F'+ G est une primitive de f + g

e I'— G est une primitive de f — g

e kF est une primitive de kf

Démonstration

Se démontre grace aux opérations sur le dérivées.

Soit p la fonction polyndmiale définei sur R par p(z) = 223 — 522 + 42 — 3.
Déterminer les primitives de p.

Réponse

p(x) =223 — 522 + 42— 3
Donc les primitves de p sont les fonctions P, définies sur R par

1 1 1
Pc(:p):2xzw4—5x§x3+4>< §x2—3x+c

ouceR

On a donc | .
P.(z)=-a*— -3+ 222 -3z + ¢

2 3




4. Primitives et composition de fonctions

Propriété

Soient © une fonction dérivable sur un intervalle I et a valeurs dans un intervalle J.
Soit v une fonction dérivable sur 'intervalle J.
Une primitive sur I de la fonction v’ X (v" o u) est v o w.

Démonstration

Soient u une fonction dérivable sur un intervalle I et a valeurs dans un intervalle J.
Soit v une fonction dérivable sur 'intervalle J.

Posons Va € I, F(z) = (vou)(x) et f(x) =u'(x) x (v ou)(x).

F'(z) = u/(z) x (v o u)(z) = f(z)

Donc F est une primitive de f

Et donc v o u est une primitive de u’ x (v" o w).

Propriété

Soit f des fonctions définies sur un intervalle I. Soit F' une primitive de f
Soit u une fonction dérivable sur 1.
Dans le tableau ci-dessous, ¢ est un réel.

Si f(x) = Alors F(z) = Remarques
e RO 1y | Bl o | VEE DU FOsin <2
15((;)) In(u()) + ¢ Ve e [u(x) >0
(Z(/g(g))z _ﬁ L Vo € I,u(x) #0
u;((xm)) 2\/a(@) + ¢ Ve e Iu(x) >0
u' () sin(u(z)) —cos(u(x)) + ¢
u () cos(u(x)) —sin(u(x)) + ¢
w (z)e®) e®) 4 ¢

Démonstration

On démontre ces résultats grace a la propriété précédente. Par exemple, pour la fonction f définie par
fla) = ' (2) 55 = v’ (z) In(u(z))

En posant v(z) = In(z), on a f(z) = u'(x) X (vou)(x).

Les primitives F., de f sont définies par F(z) = (vou)(x) + ¢ = In(u(x)) + ¢




Soit f la fonction définie sur |1;+oo] par f(z) = T

x

Déterminer la primitive F'de f telle que F' (\/5 =1

Réponse

flo) = 2= = b2

_ _ 1
En posant u(x) = 22 — 1, on a f(z) = Ry
Donc il existe ¢ € R tel que F(z) = § x 24/u(
OrF(\/g)zldonc \/\/32—14—0:1
D’ou v5—1+ ¢ =1 soit V4i+ec=1ouencore2+c=1

Donc ¢ = —1

Ainsi Vz €]1; 400, F(z) = Va2 —1—1

z)+ec=+ulx)+c=vzr2—1+c
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