Chapitre XI - Equations différentielles

Rémi Caneri



Table des matiéres

Chapitre XI - Equations différentielles 1
I. Généralités 3
II. Résolution d’équation différentielle du type 3’ = f ou f est une fonction 3
III. du type vy’ =ay+b ou a et b sont des réels avec a # 0 3
IV. du type 3y =ay+ f ou a est un réel et f une fonction 6
V. Algorithme 7
VI. Approfondissement 10

1. Résolution de I'équation différentielle 5’ =92 . . . . . . . . . . . ... 10

2. Résolution de I’équation différentielle y” +w?y =0 . . . . . . . . . .. ... 10



I. Généralités

Définition

Une équation différentielle est une équation dont I'inconnue est une fonction et ou interviennent des dérivées
n-ieme de cette fonctions.

Sont des équations différentielles d’inconnue la fonction y :

o 3y’ = cos(x)

° y/:2y
e Yy +2y —y=3x
O y”+3y20

II. Résolution d’équation différentielle du type y = f ou f est une fonction

Propriété

Soit f une fonction continue sur un intervalle I.
L’équation différentielle y’ = f admet pour solution I’ensemble des primitives de f sur I.

Démonstration

Soit f une fonction continue sur un intervalle I.

Soit F'une primitive de f sur I.

Ve e I, F'(z) = f(x)

Donc F est une solution de I’équation différentielle 3" = f.

Toutes les primitives de f sont donc solution de I’équation différentielle 3" = f.

Soit G une solution de 1’équation différentielle y" = f.
On a donc Vz € I,G'(xz) = f(x) donc G est une primitive de f.

L’équation différentielle " = f admet donc pour solution I’ensemble des primitives de f sur I.

Déterminer les solutions de ’équation différentielle y* = cos(x).

Réponse

Une primitive de z - cos(z) est = — sin(x).
Les solutions de I’équation différentielle 4" = cos(z) sont els primitives de x > cos(x).
Ainsi § = {sin(x) + ¢,c € R}

ITI. dutype y =ay+b ot a et b sont des réels avec a # 0

Propriété

Soit a € R*.
L’équation différentielle y" = ay admet pour solution 1’ensemble des fonctions Fj, de la forme F (x) = ke®®
ou k € R.




Démonstration - a connaitre

Soit a € R*.

Soit k € R.

Les fonctions Fj(x) = ke® sont dérivables sur R.

Fl(z) = kae®™ = aF,(z)

Donc F), est solution de I’équation différentielle 4" = ay.
VEk € R, F}, est solution de 1’équation différentielle y’ = ay.

Soit G une solution de 1’équation différentielle y' = ay.

Donc G'(xz) = aG(x) ou encore G’ (z) — aG(x) =0

Posons f(z) = G(z)e™**

() =G (x)e ™ —aG(x)e * = e *(G'(x) —aG(x)) = e x 0

Donc la fonction f est constante.

JkeR, f(z)=k

flx) =k < G)e ™ =k < G(zr) = ke

Donc les solutions de ’équation différentielle 3’ = ay sont de la forme = — ke®® avec k € R.

Allure des courbes solutions de I’équation différentielle y' = ay
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Méthode pour trouver les solutions de I’équation différentielle vy’ = ay + b

Soit a € R*. Soit b € R.
e Sib=0, on est dans le cas de la propriété précédente.
e Sib=£0.

— On cherche une solution particuliére constante :
Soit g la fonction constante définie par Vx € R, g(x) = —g.
En effet, ¢'(z) =0 et ag(z) +b=ax (-2)+b=-b+b=0=g'(z)
Donc g est bien solution de I’équation vy = ay + b.
— On trouve toutes les solutions :
Soit f, une solution de ’équation différentielle.
Ona f, =af, +0.
De plus, g étant une solution de I’équation différentielle, on a ¢’ = ag + b.
Donc (f, —g) = fi, — g = (afy +b) — (ag +b) = af, +b—ag—b=a(f, —g)
Donc la fonction (f), — g) est solution de 1’équation différentielle y* = ay donc les solutions sont
de la forme z > ke®*.
Ainsi, Vo € R, (f), — 9)(z) = ke®®
Vr € R, fi(x) — g(x) = ke
Vz € R, fi.(z) = g(x) + ke
Ve € R, fi(z) = —2 + ke®

a

Les solutions de ’équation différentielle y* = ay + b sont les fonctions f, définies sur R par
fulz) = —2 + ke somme de la fonction particuliére de ’équation différentielle y' = ay + b et d’une
solution de I’équation différentielle y' = ay, appelée équation homogene.

/7

On considere I’équation différentielle (£) : y’ = 2y — 3.
1. Résoudre I’équation différentielle (F).

2. Déterminer la solution f de ’équation différentielle (E) telle que f(2) =3

Réponse

1. Une solution particuliere de I'équation différentielle (E) est g(z) = —=2 = 3.
L’équation homogene est vy = 2y.
Les solutions de 1’équation homogene sont les fonction h, définies sur R par hy(z) = ke®.
Donc les solutions de (E) sont les fonctions f;, définies sur R par fi(z) = g(x)+hy(z) = 3 +ke?™.

2. fr(2)=3 <= 2+ke¥?=3 = kel=1 <= k=3

Donc la fonction f cherchée est la fonction f 1 définie sur R par

264
_ 3 1 2z _ 3 1 _2x—4 _ 3+e?*4
f(@) =5+ gae®® =5 + 5e*7% = =5—




IV. du type y =ay+ f oll a est un réel et f une fonction

Méthode pour trouver les solutions de I’équation différentielle y' = ay + f

Soit a € R*. Soit f une fonction.
e Si fest la fonction nulle, on est dans le cas de la résolution de I’équation différentielle " = ay.
e Si fn’est pas la fonction nulle.

— On cherche une solution particuliere g (ou on nous la donne) :

— On trouve toutes les solutions :
Soit f;, une solution de I’équation différentielle.
Ona f, =af,+ f.
De plus, g étant une solution de I’équation différentielle, on a ¢’ = ag + f.
Done (fy —g) = fi.—9 =(afy + f)—(ag+ f)=afpy + f—ag—f=a(fy—9)
Donc la fonction (f, — g) est solution de I’équation différentielle y" = ay donc les solutions sont
de la forme = +— ke®*
Ainsi, Vo € R, (f,, — 9)(z) = ke®®
Ve € R, fi.(x) — g(z) = ke
Vr € R, fi.(x) = g(x) + ke®®

Les solutions de I’équation différentielle y* = ay + b sont les fonctions f, définies sur R par
fi(x) = g(z) + ke*®, somme de la fonction particuliere de I’équation différentielle " = ay + b et d’une
solution de ’équation différentielle yy' = ay, appelée équation homogene.

On consideére ’équation différentielle (E) : 3 =y — /2 sin(z).
1. Démontrer que la fonction g définie sur R par g(x) = sin (x + J) est solution de I’équation (E).

2. En déduire toutes les solutions de I’équation différentielle (F).

2+
2

S

3. Déterminer la solution de I’équation différentielle (F) f telle que f(0) =

Réponse

1. La fonction g est dérivable sur R et
g’ (x) = cos (x + ) = cos(x) cos (§) — sin(z) sin (%) = % s(z) — \2F )
os (§ ) sin
+

n(zx
(%) — V2sin(z)
L2 cos(z) = g/ (x)

g(z) —V2sin(z) = sin (z + %) — v2sin(z) = sin(z ) — cos(x
g(x) — v/2sin(z) = @ sin(z) + i cos(z) — Q\F sm(m) = —‘f sin(x)
Donc g est bien solution de (E )

2. L’équation homogene est y' = y donc les solutions sont les fonctions h; définies sur R par
hj(x) = he®.
Donc les solutions de (E) sont les fonctions f, définies sur R par f.(z) = g(x) + hy(z) =
sin (z 4 §) + ke”

=1l

S
[

3. f(0) =22  sin(0+ I) 4 kel = 282 5 V2 L5242 o p_ 2t

2 2
La solution f cherchée est la fonction f; définie sur R par f(z) = sin (x %) + e®

(VI




V. Algorithme

Nous allons nous intéresser a la résolution de 1’équation y’ = f sachant qu’on ne connait pas de primitive de la
fonction f.

En 1768, Leonhard Euler a présenté une méthode permettant de déterminer une approximation d’une solution g
de I’équation différentielle 3 = f connaissant I'image d’un nombre par la fonction g.

Principe de la méthode

On suppose qu’on connait y, I'image de z, par la fonction g.

On a donc y, = g(z).

Soit € la courbe représentative de la fonction g dans un repere.

Soit A; un point de €, d’abscisse z;.

Le principe de la méthode d’Euler est de dire que la tangente a la courbe au point A; est proche de €, au
voisinage de A;.

|
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|
|
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|
|
|
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0 Ti Tiypq

L’équation de la tangente & €, au point A; est y = g(=;) + ¢’ (z;)(z — z;)

Donc pour un nombre h tres petit, le point de €, d’abscisse z; + h est tres proche du point de la tangente
d’abscisse x; + h.

Autrement dit, g(z; + h) = g(z;) + ¢'(z;)(z; + h — z;)

Soit g(z; + h) ~ g(z;) + ¢’ (z;) x h

Ou encore g(z; + h) ~ g(z;) + hg'(z;)

Soit gz, + h) ~ g(x,) + hf(,)

On pose donc :
s T =xz;+h
* Yiy1 =Y T hf(z;)

On trace ensuite la ligne polygonale des grace aux points A, (x;;y;)-




NN g 2@ c . 1
On considere la fonction f définie sur [0; +oo] par f(z) = -

On veut utiliser la méthode d’Euler pour tracer la courbe représentative (ou plutdt une approximation) de
la solution g de 1’équation différentielle y" = f telle que g(0) = 0.

1. On choisit A = 0, 1. On considere la suite (z,,) définie par zy =0 et Vn € N,z, ., =z, + h.
On sait que g(0) = 0 donc on pose y, = 0.
Ainsi Ag(zg;y9) <= Ay(0;0)

(a) Vérifier, en utilisant la méthode d’Euler que g(x;) ~ 0,1. On pose alors y; =0, 1.
(b) Vérifier, en utilisant la méthode d’Euler que g(z5) ~ 0,199. On pose alors y; = 0,199.
(c) Vérifier, en utilisant la méthode d’Euler que g(x4) ~ 0,295. On pose alors y; = 0, 295.
(d) Déterminer y,.

)

(e) Dans un repeére orthogonal (lunité =2cm en abscisse et 10 cm en ordonnée), tracer la ligne
polygonale A0A; A, A5 A, ou Ay (zy;y,) avec k € [0;4].

2. Nous alons automatiser les calculs et donc placer la suite de points A, a l’aide d’un programme.

(a) Compléter la fonction solution(N, h) ci-dessous, écrite en Python qui a pour parameétre le
nombre N de points a placer et le pas h et qui affiche les N premiers points obtenus avec la
méthode d’Euler.

1 from pylab import *

2

3 def f(x):

4 y =1/ (1 + x*x*2)
5 return y

6

7 def solution(N, h):

8 x=0

9 y=0

10 plot(x, y, 'r.")

11 for i in range (1, N):
12 y = ...

13 X B ooo

14 plot(x, y, 'r.")
15 show ()

16

(b) Saisir le programme et 'exécuter avec N = 100 et h = 0, 1.




(d)
()

= ( 1) = g(xzg +h) = g(0+0,1) ~ g(0) + 0,1 x f(0) =0+0,1 x1 = 0,1 donc
, 1

donc A 0,2 0 199)
g\x

H
tQ

ys = g(x3) = g(zy+h) = g(0,240, 1) &~ g(0,2)+0,1x f(0,2) ~ 0,199+0, 1X021H.N(L295
donc_A_(O 3;0,295)
ys = g(z4) = g(x3+h) = g(0,3+0, 1) ~ g(0,3)+0, 1x £(0,3) ~ 0,295+0, 1x ggbry ~ 0,387
donc A,(0,3;0,387)

4=

2. Nous alons automatiser les calculs et donc placer la suite de points A,, a I’aide d’'un programme.

(a)

1 from pylab import *

2

3 def f(x):

4 y =1/ (1 + x*x*2)

5 return y

6

7 def solution(N, h):

8 x=0

9 y=0

10 plot(x, y, 'r.")

11 for i in range (1, N):
12 y = y+h*f (x)

13 X = xth

14 plot(x, y, 'r.')
15 show ()

16

144 /"-
1.2 o
o
.’..
o

1.0
0.8
0.6
0.4

0.2

0.0 -




V1. Approfondissement

1. Résolution de ’équation différentielle vy’ = ¢

Parmi les fonctions constantes, seule la fonction nulle est solution de I’équation différentielle 3/ = y2.

Essayons de trouver des solutions qui ne s’annule pas.

1

y =1’ = g—;:l <~ (—5)/:1 <~ Hceﬂ?,—%:erc < dceR,y=— L

xr+c
. ) . 1 < } . , . c(rs . )
Les fonctions f, : - ———— ou ¢ € R sont solutions de '’équation différentielle y* = y=.
Supposons qu’une solution g continue s’annule en plusieurs points ag, aq, ..., a,,, ¢’est-a-dire Vi € [0;n], g(a;) = 0.

Par soucis de facilité, on suppose que ap < a; < ay < ... < a,,.

On a ¢/(2) = (g(x))* > 0

Donc la fonction g est croissante.

Sur lintervalle [ay; a,,] la fonction est croissante et g(ay) = g(a,,) =0
Donc la fonction g est nulle sur [ag; a,,].

Si la fonction g ne s’annule pas sur | — 0o; a[, alors Vo €] —o0o; ag, ¢’ (x) > 0 donc g est strictement croissante sur
] — o005 aq].

D’aprés ce qu'on a vu précédemment, Ic; € R,V €] — oo; aq], g(x) = —

x+c,

De plus g(a) =0

lim g(z) = lim ——1 = -1 0=g(a
lim g(a) = lim —lo = 1 4 0= g(a)
xr<a T <a
Donc g ne serait pas continue en a,.
Ainsi la fonction s’annule encore sur | — 0o; a,[ en un point b.

Et donc g est nulle sur I'intervalle [b; a,,].

Donc peut importe le nombre de points qui annulent la fonction g, on trouvera toujours un point a gauche du plus
petit qui annulera encore la fonction g.

La fonction g est donc nulle sur | — co; a,,].

On fait le méme raisonnement sur |a,,; +00[.

La fonction g est donc la fonction nulle.

1

pow ouc e R.

Les solutions de 1’équation différentielle 3y’ = y? sont les fonctions f, : x + —

2. Résolution de I’équation différentielle y” + w?y = 0
Résolvons 1’équation différentielle y” + w?y = 0

e 1 cas:w=20
On a alors y” =0
D’ou y' =k avec k; € R
Et donc y = kjz + ky avec k; € Ret ky € R

o 2°M€ cas w0
Onay” +w?y=0
On admet que les solutions de cette équation différentielle sont les fonctions f, p définies sur R par
fap(z) = Acos(wr) + Bsin(wz) ou A et B sont des réels.

On peut démontrer aisément que les fonctions f4 g sont solutions :

En effet, f) p(v) = —Awsin(wz) + Bw cos(wx

Donc f} g(z) = —Aw? cos(wz) — Bw? sin(wz) = —w? (A cos(wz) + Bsin(wz)) = —w?f4 p(x)
Done f} p(x) +w?fa p(z) =0

fa p est bien solution de I’équation différentielle y” + w2y = 0.

10



Remarque : il existe deux réels C' et ¢ tels que Vo € R, f4 g(z) = Ccos(wz + ¢)
En effet : Soit x € R.

fap(x) = Acos(wr) + Bsin(wz) = VA% + B2 (\/ﬁ cos(wz) + \/ﬁ Sin(wx))
Posons C' = v A% + B?
B A? B2 _ A2+B? 4

A )? 2 —
(W) + (\/A2+B2> =@ T A T A T
Donc il existe un réel ¢’ tel que \/ﬁ = cos(p’) et ﬁ = sin(¢’). /
On a alors fy g(z) = C(cos(¢”) cos(wz) + sin(¢”) sin(wz)) = Ccos(wr — ¢’)
En posant ¢ = —¢’, on a f, g(r) = Ccos(wz + ¢)

11
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