Chapitre XIII - Fonctions sinus et cosinus
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I.

1.

Fonctions trigonométriques sinus et cosinus

Rappels

Propriété

Vi €RVEEZ :
o —1<sin(z) <1
e —1<cos(r)<1
o sin(x + k X 27) = sin(z)
o cos(x + k x 2m) = cos(x)

2

e (cos(z))? + (sin(z))® =1

Tableau des valeurs usuelles

o (o5 |5]3 3
sin(z) | 0| 3 @ \/Tg 1
cos(z) | 1 \/7§ \/75 : |1
Propriété
Ve eR:
o sin(—z) = —sin(x) o cos(m—x) = —cos(z)
e cos(—z) = cos(x) e sin (5 —xz) = cos(z)
o sin(m + ) = —sin(x)  cos (5 —x) =sin(z)
e cos(m+x) = —cos(x) o sin (% + z) = cos(z)
o sin(r — ) = sin(x) o cos(% +x)=—sin(z)

Propriété

Les fonctions sinus et cosinus sont définies sur R et 27-périodiques.

sin (x 4 2m) = sin(z)

Vz € R,
{cos {z + 27) = cos(x)

Propriété

La fonction sinus est impaire, c’est-a-dire Va € R, sin(—z) = — sin(x)
La fonction cosinus est paire, c’est-a-dire Vz € R, cos(—z) = cos(x)




Propriété

VaeR,VbeR :
o sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b) e cos(a+ b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)

o sin(a —b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b) e cos(a —b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)

Propriété

Ya €R:

e sin(2a) = 2sin(a) cos(a) e cos(2a) = cos(a)? — sin(a)?

Limites

Propriété - admise

sin(xz)
z—0 T

Propriété - admise

cos(z) —1
z—0 T N

Continuité

Propriété - admise

Les fonctions sinus et cosinus sont continues sur R.

Remarque

Les fonctions sinus et cosinus étant continues et 2m-périodiques sur R, il suffit de les étudier sur un intervalle
de longueur 2m, | — m; 7] par exemple.

La fonction sinus étant impaire et la fonction cosinus paire, on peut réduire cet intervalle de moitié. Il suffit
donc de les étudier sur I'intervalle [0; 7].

Signe de cos(z) et de sin(x)

Propriété
T 0 o T
sin(x) 0 + 1 + 0
cos(x) 1 + 0 - -1
Démonstration

L’utilisation du cercle trigonométrique permet de démontrer ce résultat.




5.

Dérivées

Propriété

Les fonctions sinus et cosinus sont dérivables sur R.

Vz € R,sin’(z) = cos(z) et cos’(xz) = —sin(z)

Demonstration

% sin(0+h)—sin(0) _ sin(h)
Vh € Re, S20thl-sin@) _ s

h
Or lim % =1
h—0
Bere T sin(0+h)—sin(0) _ 0
h—0 o
Ainsi la fonction sin est dérivable en 0 et sin’(0) = 1

1—sin?(h)—1

Vh e ]_g’ g[\{0}7 cos(0+h}27cos(0) _ cos(h)—1 __ \/ 1—sin?(h)—1 _ (\/1_Sin2(h)_1)(\/1_Sin2(h)+1) o

B e h(y/1-sin?(h)+1)

T o cos(0+h)—cos(0) __ . sin(h) 1
vhel=5 30 T = —sin(h) S \/1-sin® (k) +1

Or }llin% 1 —sin?*(h)+1=2et }Lh% Sin}gh) -1
Done Lim €Ot —cs© _ o
h—0 h

Ainsi le fonction cos est dérivable en 0 et cos’(0) = 0

- h<\/1—sin2(h)+1)

Soit x € R. .
+ sin(z+h)—si i h in(h)—si . h)—1 i
Vh e R 7311‘.1(x+}z snT(x) __ sin(w) cos( )+co;(gc)sm( )—sin(z) sm(x) cos(h) + cos(x) sm}i )
Donc ]1113%) ML,W =cos(z) € R
Donc Vz € R, }lbirr(l) w =cos(z) € R
—
La fonction sin est donc dérivable sur R et sin’ = cos
Soit x € R. .
* h)— h)—si in(h)— h)—1 5 i
VheR ’cos(x+}2 cos(x) _ cos(x) cos(h) smh(w)sm( )—cos(x) _ COS(.’L‘) cos(h) —sm(m) sm}E )
Donc ,{%w = —sin(z) € R
Donc Vz € R, }lbin%) COS(L}Z_COS(@ = —sin(z) € R
—
La fonction cos est donc dérivable sur R et cos’ = —sin
6. Variations
Propriété
T - —= 0 = T
0 S 1
—1 0
cos(z) /O 0\
—1 —1




Démonstration

Les fonctions sinus et cosinus sont dérivables sur [0; 7] et

Va € [0;7],sin’ (z) = cos(z) et cos’(z) = —sin(x)

On a donc :
x 0 = T
cos(x) 1 + 0 - -1

1
0 0
et

T 0 > T
—sin(z) | 0 - 1 - 0

1
cos(x) T 0

\
1
Par parité, on retrouve :
r | -n s 0 ”
0 . 1
dnr) | T
—1 0
cos(z) /0 0\
-1 —1

Courbes représentatives

o _3x £ Gt




II. Résolution d’équations et d’inéquations

Définition

Soit a € [—1;1].

e le nombre x € [—%; g] tel que sin(z) = a est appelé arcsinus de a.
On note x = arcsin(a).

o le nombre = € [0; 7] tel que cos(z) = a est appelé arccosinus de a.
On note x = arccos(a).

Propriété
Vo e [—g; g} , & = arcsin(sin(x))
Vz € [0; 7],z = arccos(cos(x))
Va € [—1;1],a = sin(arcsin(a))
Va € [—1;1],a = cos(arccos(a))
f Propriété

Soit a € [—1;1]
o Les solutions sur [—m; 7| de I"équation sin(z) = a sont arcsin(a) et m — arcsin(a)
o Les solutions sur [—m; 7| de I"équation cos(x) = a sont arccos(a) et — arccos(a)

o Les solutions sur R de I’équation sin(z) = a sont les nombres de 1’ensemble
{arcsin(a) + k x 27, ™ — arcsin(a) + k x 27|k € Z}

o Les solutions sur R de I’équation cos(x) = a sont les nombres de I’ensemble
{arccos(a) + k x 2w, —arccos(a) + k x 2x||k € Z}

Résoudre dans [—m; 7] les équations suivantes :

o sin(z) = @

o cos(z) =2
Réponse
. sin(:z:):‘/Tg = w:arcsin(%g) oux:w—arcsin(??’) S zrz=four=71—%=
__[7m. 27
§=1{57%}
e cos(x) = ‘/75 < I = arccos (\/75) ou T = — arccos (\/75) <= zx=Foux=-—7
_ [ _@m.z
§={-1%}




Propriété

Soit a € [—1;1]

 Les solutions sur [—m; 7] de I'inéquation sin(x) < a sont les éléments de l'intervalle [—pi; arcsin(a)] U
[m — arcsin(a); 7]

o Les solutions sur [—; 7] de I'inéquation cos(x) < a sont les éléments de l'intervalle [—m; — arccos(a)|U
[arccos(a); 7]

o Les solutions sur [—m;7w] de linéquation sin(x) > a sont les éléments de lintervalle
[arcsin(a); m — arcsin(a)

o Les solutions sur [—m;7] de linéquation cos(z) > a sont les éléments de lintervalle
[—arccos(a); arccos(a)]

Résoudre dans [—; 7] les inéquations suivantes :

o sin(x) < @
o cos(z) > @
Réponse

o sin(z) < \/TE — z€ [—7‘(’; arcsin(‘/yg)] U [Tr—arcsin (\/_g) ;7r] — ze|-mI|U[r—%;

§=[-m3lulF;]
o cos(z) > @ = zx € [—arccos (@) ; arccos (@)] = ze€[-% %
§=[-1:1]

ITI. Un Probléme

Soit € un cercle de centre O et de rayon 1. Soit A un point fixe du cercle €.

On considere deux points B et C variables du cercle € tels que le triangle ABC soit isocele en A.
Soit H le pied de la hauteur du triangle ABC issue de A.
On note & = HOB avec z € [0; 3] (donc en radians).

1. (a) Exprimer les longueurs BC et AH en fonction de sin(x) et cos(z).

(b) En déduire laire S(z) du triangle ABC, en unité d’aire.
2. Montrer que Vz € [0;5],5(z) = (1 + cos(x))(2cos(z) — 1)
3. Dresser le tableau de signes de S’(x) et de variations de la fonction S.

4. Pour quelle valeur de z 'aire du triangle ABC est-elle maximale ? Donner alors 'aire maximale.
Quelle est alors la nature du triangle ABC




Réponse

1.

2.

(a) IJ;(;I triangle BHC est rectangle en H donc 25 = sin(z)

i~ =sin(z) < BH =sin(z).
Le triangle ABC' étant isocele en A, la hauteur issue A du triangle ABC est aussi médiatrice.
Ainsi BC = 2BH = 2sin(x)

Le triangle BHC est rectangle en H donc g—g = cos(z)
O — cos(z) <= OH =cos(z) < AH = AO+ OH =1+ cos(z)

(b) S(.’E) _ AH;BC _ (1+COS<1:)2)><2Sin(a?) _ SH].(.CU)(]_ +COS(1‘)>

Les fonctions sinus et cosinus sont dérivables sur [0; g] donc S l’est aussi comme produit de fonctions
dérivables sur [0; % ].

S’ (x) = cos(z)(1 + cos(z)) + sin(z)(—sin(x)) = cos(x)(1 + cos(x)) — sin(x)?

S’ (x) = cos(z)(1 + cos(x)) — (1 — cos(x)?) = cos(x)(1 + cos(x)) — (1 — cos(z))(1 + cos(x))

S’ (x) = (14 cos(x))(cos(xz) — (1 — cos(z))) = (1 + cos(z))(cos(z) — 1 + cos(z))

S’ (x) = (14 cos(z))(2cos(z) — 1)

~_

. Vo e [0;F],cos(x) >0 <= Ve e [0;5],cos(z)+1>1

5

2cos(z) —1 >0 < 2cos(z) >1 < cos(z) >3 <> x € [—arccos (4);arccos (3)]
— z€[-%;3]
Or z € [0; 5] donc 2cos(z) —1>0 < z € [-5;5]|N[0;5] < z€[0;F]

14cos(x) + +
2 cos(z)— n 0 _
1
S’ (x) I 0 -
3V3
1
0 1




Réponse - suite

4. L’aire du triangle ABC' est maximale pour x = 7. L’aire est alors égale a

s 3V3
e

Dans le cercle € de centre O, appelons A’ le point du cercle diamétralement opposé au point A.

—_—

L’angle A’OB est un angle au centre interceptant 'arc A’ B.

L’angle A"AB est un angle inscrit interceptant ’arc A'B.

DoncA”\AB:%ATO\Bzégzg.

Or le triangle ABC' est isocele en A donc la hauteur issue de A est aussi bissectrice de I'angle BAC.
Ainsi BAC=2AAB=2x =1

Le triangle ABC est donc un triangle isocele ayant un angle de % radians. C’est donc un triangle
équilatéral.

IV. Approfondissement

1.

La fonction tangente

Définition

sin(x)

La fonction tangente, notée tan est la fonction définie sur R\ {3 + kx|k € Z} par tan(z) = cos(z)°

Tableau des valeurs usuelles

z |05 | 71|33
sin(z) | 0| % @ § 1
cos(z) | 1 § g 5 |1

tan(z) | O ? 1

Propriété

Vo € R\ {5 + knl|k € Z}.

o tan(—z) = —tan(x) e tan (5 —z) = m = cotan(x)
o tan(m + z) = tan(x)
o tan(m —z) = —tan(x) o tan (% +x) = —@ = —cotan(x)

10




Démonstration

Soit x € R :

o tan(—p) = S o Sue) _ s )

. tan(r + ) = SEED _ Zua} _ il gan()

. tan(r— ) = SUIT o) _sin) ()

+ tan (5 —2) = 555 = S8 = e = iy = cotan(o)

. sin(F+a) = SEE — =0 M 1 — —cotan(e)
Propriété

La fonction tangente est définie sur R\ { + k7|k € Z} et m-périodiques.

YV e [R\{g + kr|k € Z} ,tan (x + ) = tan(z)

Démonstration

Vo € {5 + knlk € Z} ,cos(z) =0

Donc la fonction tangente n’est pas définie en les points de {5 + kn|k € Z} ,cos(z) = 0
Vo € R\ {5 + kn|k € Z} ,cos(z) # 0 et sin(x) € R

Donc la fonction tangente est définie sur R\ {5 + kn|k € Z}.

Soit « € R\ {3 + kn|k € Z}.

tan(r + ) = GBS = S = S = tan(z)
Donc la fonction tangente est m-périodique.

Propriété

tan(z)

La fonction tangente est impaire, c’est-a-dire Vo € R\ {5 + kn|k € Z} , tan(—x)

Démonstration

On a démontré précédemment que Vz € R\ {5 + kn|k € Z} ,tan(—z) = — tan(x)

Propriété

Va € R\{5 + knlk € Z} ,Vb € R\ {5 + kn|k € Z},
tels que a+b € R\ {5 +knlk € Z} et a —b € R\ {5 + knlk € Z} :

tan(a)+tan(b)
1—tan(a) tan(b)

tan(a)—tan(b)
1+tan(a) tan(b)

. tan(a + b) ° tan(a = b) =

11




Démonstration

Soient a € R\ {5 + kn|k € Z} et b € R\ {5 + kn|k € Z},
tels que a +b € R\ {5 + kn|k € Z} et a —b € R\ {5 + kn|k € Z}.

. . in(a) b)+ ( in(b) in(a) b in(b)
e tan(q 4 b) = Snlatb) _ sin(e)cos(b)rcos(a)sin(s) _ 7 e o2 (@ costt) + cos(ayeostt)
S\ ~ cos(a+b) T cos(a)cos(b)—sin(a)sin(b) ~  cos(a)cos(b)—sin(a)sin(b) T COS(a)COS(b) sin(a)sin(b)
cos(a)cos(b) cos(a)cos(b)  cos(a)cos(b)
sin(a) | sin(b)
+
__ cos(a) "cos(b) __ tan(a)+tan(b)
tan(a + b) - 1+ sin(a) sin(b) — l—tan(a) tan(b)

cos(a) cos(b)

tan(a)+tan(—b)
1+tan(a) tan(—b) —

tan(a)—tan(b)
1—tan(a) tan(b)

o tan(a —b) =tan(a + (=b)) =

Propriété

Va € R\ {5 + kn|k € Z} tel que 2a € R\ {5 + kn|k € Z} :

2tan(a)

tan(2a) = T—tan(a)?

Démonstration

Soient a € R\ {5 + kn|k € Z} tel que 2a € R\ {3 + kn|k € Z}.

tan(2a) = tan(a + a) = {2 = Chnp
Propriété
i 5 =1
Démonstration
lim =202 = [img %008y = iy 25 =1 =1

Propriété - admise

La fonction tangente est continue sur tous les intervalles de la forme |—% + km;

T4 kr[oukeZ.

Remarque

La fonction tangente étant m-périodique, il suffit de I’étudier sur un intervalle de longueur 7, ]—g; g[ par

exemple.

De plus elle est impaire, donc on peut restreindre son étude & l'intervalle ]0; 5[

Signe de tan(x)

|
[SIE]
[SIE]

tan(x)

12




Démonstration

e 0
sin(x) -1 + 0 + 1
cos(z) 0 + 1 + 0
tan(x) + 0 +
Propriété
La fonction tangente est dérivable sur Uintervalle |—%; 2| et
tan(z) = w5 = 1+ (tam(2))?
an’(x) = = an(x
cos(z)?
Démonstration
On rappelle que tan(z) = %
Les fonctions sinus et cosinus sont dérivables sur 'intervalles |—%; 7.
De plus, la fonction cosinus ne s’annule pas sur cet intervalle.
Donc la fonction tangente est dérivable sur |—7%; Z|.
—i 8 . 2 2 . 2 2
tan’ (x) _ cos(z) cos(m()coz(l;()a)czx( sin(x)) _ (sm(z)C)OSJ(r;c;gs(a:)) _ (Cos(lx»z De phIS, i (x) _ (sm(m)c)osq(Lé;:gs(x)) .
(sin(x))? (cos(x))? __ [ sin(x) 2 - 2
oo + oot = (o) +1 =1+ (tan(z))
Propriété
La fonction tangente est croissante sur 'intervalle | —%; 2| et
Démonstration
N 0
1+
(tan(z))’ oot
tan’ (z) + 1 +
+00
tan(x) 0 —
—00

13




Courbe représentative

tan

<.

2

—2n 4

2. lim 2@ —q

z—0 %
Soit la fonction f: R* —R
sin(x)

x
Dans un repere orthonormé (O, I, .J), considérons un cercle trigonométrique de centre O.

Soit x € [—g, g] Soit M le point du cercle trigonométrique tel que (7, W) =x.
Soit A le projeté orthogonal de M sur I'axe des abscisses. Soit I le point de coordonnées (1,0).

Soit B le point de la demi-droite [0M) tel que I soit le projeté orthogonal de B sur ’axe des abscisses.

14



B
M
x [] 1
r O A I

J/

L’aire du secteur de disque d’angle z, notée A(x) est comprise entre l'aire du triangle OM et celle du triangle
OBI.

Donc on a :

Aomr < A(x) < Appy

1x|sin(z)| < 7r;<7|rzr\ < 1x|tan(z)|

[sin(a)] < Ja] < | tan(a)|

1< |z < | tan(z)|

[sin(z)| [sin(z)|

—_
\YARV/AN/

ERSER
VN

os(a)|

] ’ |sin(z)| _ sin(z

(@)

ol = T) et | cos(z)| = cos(x)

Donc 1 > *=* > cos(z)
Par passage a la limite, on a :

1> lim 2@ > Jim cos(z)
z—0 * z—0

@)
=
<
=
m
iR

xT

JEQNE
SE)

N

Or lim cos(z) = 1 donc lim sin@) _ 1
x—0 xz—0 ¥

f est donc prolongeable par continuité en 0.

Le prolongement par continuité de fen Oest f: R —R

sin(z) .
—_— 0
Tz x stz

1 sizx=0

15



3. lim <@l _ g

xT

z—0
1i1r(1) % = lin% w = cos’(0) = —sin(0) =0
T—r Tr—r

4. Fonctions réciproques des fonctions trigonométriques

Définition
Soit a € [—1;1].
o le nombre = € [—7; 5] tel que sin(x) = a est appelé arcsinus de a.

On note z = arcsin(a).

o le nombre z € [0; 7] tel que cos(z) = a est appelé arccosinus de a.
On note x = arccos(a).

.

e le nombre x € ]—g, 5 [ tel que tan(x) = a est appelé arctangente de a.
On note x = arctan(a).

e arcsin (73) = 7 car sin (g) = @
e arccos (—73) = 5% car cos (3F) = —@
o arctan(l) = 7 car tan(§) =1

Définition

« La fonction = € [—1;1] - arcsin(z) € [—F; 5] est appelée fonction arcsinus.

o La fonction = € [—1; 1] - arccos(x) € [0; 7] tel que cos(x) = a est appelée fonction arccosinus.

.

19 [ est appeléz fonction arctangente.

o La fonction z €] — oo; 400l arctan(z) € |—%

Propriété

o Vz e [-%; %], arcsin(sin(z)) = =
o Va € [—1;1],sin(arcsin(z)) = x

o Vz € [0;7],arccos(cos(x)) = x

o Va € [—1;1], cos(arccos(x)) =z
o Vz e€|-%; %[, arctan(tan(z)) = =

o Va € [—00;+00], tan(arctan(z)) = x

Propriété

Les fonctions arcsinus et arctangente sont impaires.
La fonction arccos n’est pas paire.

16



Démonstration

L’intervalle [—1; 1] est symétrique par rapport a 0.
Soit x € [—1;1].

Soit a € [—5; 5] tel que sin(a)
On a donc a = arcsin(z)

—z € [—1;1] donc :
sin(arcsin(—z)) = —x = —sin(a) = sin(—a) car la fonction sinus est impaire.
Donc arcsin(—z) = arcsin(sin(—a)) = —a = — arcsin(z)

Ainsi Vz € [—1; 1], arcsin(—x) = — arcsin(x)

La fonction arcsinus est donc impaire.

=X

L’intervalle [—o0; +00] est symétrique par rapport a 0.
Soit x € [—o00; +00].

Soit a € [—%; 5] tel que tan(a) = =

On a donc a = arctan(z)

—x € [—00; +00] donc :

tan(arctan(—z)) = —x = —tan(a) = tan(—a) car la fonction tangente est impaire.
Donc arctan(—z) = arctan(tan(—a)) = —a = — arctan(x)

Ainsi Vx € [—00; 00|, arctan(—z) = — arctan(x)

La fonction arcsinus est donc impaire.

L’intervalle [—1; 1] est symétrique par rapport a 0.
Soit x € [—1;1].

Soit a € [0; 7] tel que cos(a) = x

On a donc a = arccos(z)

—z € [—1;1] donc :

cos(arccos(—zx)) = —x = —cos(a) = cos(m — a)

Donc arccos(—x) = arccos(cos(m —a)) = 7™ —a = ® — arccos(x) # arccos(x)
Ainsi la fonction arccos n’est pas paire.

Propriété
Ve e [-1;1] : Vee [-3;2]:
o arcsin(—z) = —arcsin(z) o arcsin(sin(z)) = x

arccos(—z) = m — arccos(z)

sin(arcsin(x)) =

cos(arccos(z))
)
)

cos(arcsin(x))

sin(arccos(x

V1—22
V1—z2
Via?

tan(arccos(z)) =
(

tan(arcsin(z)) =

x

ac):f

arcsin(z) + arccos

o arctan(tan(z)) = x
Vo € [0;7] :

o arccos(cos(x)) = x

Vz €] — 005400 :
o arctan(—z) = —arctan(z)
e tan(arctan(z)) =
o cos(arctan(z)) = \/117
o sin(arctan(z)) = =

17




Démonstration

Soit = € [—1;1].
o La fonction arcsinus est impaire donc arcsin(—zx) = — arcsin(x)
e On a vu dans la démonstration précédente : arccos(—xz) = ™ — arccos(z)
o Par définition, sin(arcsin(x)) = =
o Par définition, cos(arccos(x)) = z

e D’apres la relation fondamentale de la trigonométrie, on a :
Va € R,sin*(a) 4 cos?(a) = 1
En particulier pour a = arccos(z), on a :
sin2(arccos( ) + cos 2(arccos(x)) =

sin?(arccos(z)) + 2% = 1
sin?(arccos(z)) =1 — 22 >0
sin(arccos(z)) = V1 — x?

o Démonstration analogue pour cos(arcsin(z)) = v 1 — 2
sin(arccos(z)) Vi1i—

o tan(arccos(x)) =

cos(arccos(z))
c _ sin(arcsin(z)) _ g
o tan(arcsin(x)) = eeE)) — g

o Posons arcsin(z) + arccos(z) = A
S

arcsin(z) € [—Z; Z] et arccos(z)

272
arcsin(z) + arccos(z) € [— ,377’]

[0; 7] donc

cos(A) = cos(arcsin(z) + arccos(z)) = cos(arcsin(x)) cos(arccos(z)) — sin(arcsin(x)) sin(arccos(z))
cos(A) = V1 —a22x —2vV1—22 =0

sin(A) = sin(arcsin(x) + arccos(x)) = sin(arcsin(z)) cos(arccos(z)) + sin(arccos(x)) cos(arcsin(x))
sinfd) =z xz+vV1—a2xvVl—a2=22+1-22=1

On cherche donc A € [—Z; 2Z] tel que cos(A) = 0 et sin(A4) = 1.
Donc A = 7
Ainsi arcsin(x) 4 arccos(z) = 3

Soit z € [-%; 5].
o Par définition, arcsin(sin(x)) = z
o Par définition, arctan(tan(x)) = =

Soit x € [0; ).

o Par définition, arccos(cos(x)) = =
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Démonstration - suite

Soit & €] — 00; 00| :
o La fonction arctangente est impaire donc arctan(—x) = — arctan(x)
o Par définition, tan(arctan(x)) = x

e D’apres la relation fondamentale de la trigonométrie, on a :
Va € R,sin(a) 4 cos?(a) = 1
En particulier pour a = arctan(x), on a :
sin? (arctan(z)) + cos?(arctan(z)) = 1

sin(arctan(z))
cos(arctan(x))

Donc sin(arctan(x)) = x cos(arctan(z))

De plus = tan(arctan(z)) =

Ainsi (z cos(arctan(x)))® + cos?(arctan(z)) = 1
22 cos? (arctan(z)) + cos?(arctan(z)) = 1
(14 2?) cos?(arctan(x)) = 1

cos?(arctan(x)) = 1+1$2 >0

cos(arctan(z)

Il
=
+
8
)

1

)
cos(arctan(z)) 1+a?

o sin(arctan(x)) = x cos(arctan(x)) = x x ﬁ =
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