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I. Fonctions trigonométriques sinus et cosinus

1. Rappels

Propriété

∀𝑥 ∈ ℝ, ∀𝑘 ∈ ℤ :

• −1 ⩽ sin(𝑥) ⩽ 1

• −1 ⩽ cos(𝑥) ⩽ 1

• sin(𝑥 + 𝑘 × 2𝜋) = sin(𝑥)

• cos(𝑥 + 𝑘 × 2𝜋) = cos(𝑥)

• (cos(𝑥))2 + (sin(𝑥))2 = 1

Tableau des valeurs usuelles

𝑥 0 𝜋
6

𝜋
4

𝜋
3

𝜋
2

sin(𝑥) 0 1
2

√
2

2

√
3

2 1

cos(𝑥) 1
√

3
2

√
2

2
1
2 1

Propriété

∀𝑥 ∈ ℝ :

• sin(−𝑥) = − sin(𝑥)

• cos(−𝑥) = cos(𝑥)

• sin(𝜋 + 𝑥) = − sin(𝑥)

• cos(𝜋 + 𝑥) = − cos(𝑥)

• sin(𝜋 − 𝑥) = sin(𝑥)

• cos(𝜋 − 𝑥) = − cos(𝑥)

• sin (𝜋
2 − 𝑥) = cos(𝑥)

• cos (𝜋
2 − 𝑥) = sin(𝑥)

• sin (𝜋
2 + 𝑥) = cos(𝑥)

• cos (𝜋
2 + 𝑥) = − sin(𝑥)

Propriété

Les fonctions sinus et cosinus sont définies sur ℝ et 2𝜋-périodiques.

∀𝑥 ∈ ℝ, {
sin (𝑥 + 2𝜋) = sin(𝑥)

cos {𝑥 + 2𝜋) = cos(𝑥)

Propriété

La fonction sinus est impaire, c’est-à-dire ∀𝑥 ∈ ℝ, sin(−𝑥) = − sin(𝑥)
La fonction cosinus est paire, c’est-à-dire ∀𝑥 ∈ ℝ, cos(−𝑥) = cos(𝑥)
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Propriété

∀𝑎 ∈ ℝ, ∀𝑏 ∈ ℝ :

• sin(𝑎 + 𝑏) = sin(𝑎) cos(𝑏) + cos(𝑎) sin(𝑏)

• sin(𝑎 − 𝑏) = sin(𝑎) cos(𝑏) − cos(𝑎) sin(𝑏)

• cos(𝑎 + 𝑏) = cos(𝑎) cos(𝑏) − sin(𝑎) sin(𝑏)

• cos(𝑎 − 𝑏) = cos(𝑎) cos(𝑏) + sin(𝑎) sin(𝑏)

Propriété

∀𝑎 ∈ ℝ :

• sin(2𝑎) = 2 sin(𝑎) cos(𝑎) • cos(2𝑎) = cos(𝑎)2 − sin(𝑎)2

2. Limites
Propriété - admise

lim
𝑥→0

sin(𝑥)
𝑥

= 1

Propriété - admise

lim
𝑥→0

cos(𝑥) − 1
𝑥

= 0

3. Continuité
Propriété - admise

Les fonctions sinus et cosinus sont continues sur ℝ.

Remarque

Les fonctions sinus et cosinus étant continues et 2𝜋-périodiques sur ℝ, il suffit de les étudier sur un intervalle
de longueur 2𝜋, ] − 𝜋; 𝜋] par exemple.
La fonction sinus étant impaire et la fonction cosinus paire, on peut réduire cet intervalle de moitié. Il suffit
donc de les étudier sur l’intervalle [0; 𝜋].

4. Signe de cos(𝑥) et de sin(𝑥)

Propriété

𝑥

sin(𝑥)

cos(𝑥)

0 𝜋
2 𝜋

0 + 1 + 0

1 + 0 − -1

Démonstration

L’utilisation du cercle trigonométrique permet de démontrer ce résultat.
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5. Dérivées
Propriété

Les fonctions sinus et cosinus sont dérivables sur ℝ.

∀𝑥 ∈ ℝ, sin′(𝑥) = cos(𝑥) et cos′(𝑥) = − sin(𝑥)

Demonstration

∀ℎ ∈ ℝ∗, sin(0+ℎ)−sin(0)
ℎ = sin(ℎ)

ℎ
Or lim

ℎ→0
sin(ℎ)

ℎ = 1

Donc lim
ℎ→0

sin(0+ℎ)−sin(0)
ℎ = 0

Ainsi la fonction sin est dérivable en 0 et sin′(0) = 1

∀ℎ ∈ ]−𝜋
2 , 𝜋

2 [ \{0}, cos(0+ℎ)−cos(0)
ℎ = cos(ℎ)−1

ℎ =
√1−sin2(ℎ)−1

ℎ =
(√1−sin2(ℎ)−1)(√1−sin2(ℎ)+1)

ℎ(√1−sin2(ℎ)+1)
= 1−sin2(ℎ)−1

ℎ(√1−sin2(ℎ)+1)

∀ℎ ∈ ]−𝜋
2 , 𝜋

2 [ \{0}, cos(0+ℎ)−cos(0)
ℎ = − sin(ℎ) sin(ℎ)

ℎ
1

√1−sin2(ℎ)+1

Or lim
ℎ→0

√1 − sin2(ℎ) + 1 = 2 et lim
ℎ→0

sin(ℎ)
ℎ = 1

Donc lim
ℎ→0

cos(0+ℎ)−cos(0)
ℎ = 0

Ainsi le fonction cos est dérivable en 0 et cos′(0) = 0

Soit 𝑥 ∈ ℝ.
∀ℎ ∈ ℝ∗, sin(𝑥+ℎ)−sin(𝑥)

ℎ = sin(𝑥) cos(ℎ)+cos(𝑥) sin(ℎ)−sin(𝑥)
ℎ = sin(𝑥) cos(ℎ)−1

ℎ + cos(𝑥) sin(ℎ)
ℎ

Donc lim
ℎ→0

sin(𝑥+ℎ)−sin(𝑥)
ℎ = cos(𝑥) ∈ ℝ

Donc ∀𝑥 ∈ ℝ, lim
ℎ→0

sin(𝑥+ℎ)−sin(𝑥)
ℎ = cos(𝑥) ∈ ℝ

La fonction sin est donc dérivable sur ℝ et sin′ = cos

Soit 𝑥 ∈ ℝ.
∀ℎ ∈ ℝ∗, cos(𝑥+ℎ)−cos(𝑥)

ℎ = cos(𝑥) cos(ℎ)−sin(𝑥) sin(ℎ)−cos(𝑥)
ℎ = cos(𝑥) cos(ℎ)−1

ℎ − sin(𝑥) sin(ℎ)
ℎ

Donc lim
ℎ→0

cos(𝑥+ℎ)−cos(𝑥)
ℎ = − sin(𝑥) ∈ ℝ

Donc ∀𝑥 ∈ ℝ, lim
ℎ→0

cos(𝑥+ℎ)−cos(𝑥)
ℎ = − sin(𝑥) ∈ ℝ

La fonction cos est donc dérivable sur ℝ et cos′ = − sin

6. Variations
Propriété

𝑥

sin(𝑥)

cos(𝑥)

−𝜋 −𝜋
2 0 𝜋

2 𝜋

00

−1−1

11

00
0

−1−1

11

−1−1
0 0
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Démonstration

Les fonctions sinus et cosinus sont dérivables sur [0; 𝜋] et

∀𝑥 ∈ [0; 𝜋], sin′(𝑥) = cos(𝑥) et cos′(𝑥) = − sin(𝑥)

On a donc :

𝑥

cos(𝑥)

sin(𝑥)

0 𝜋
2 𝜋

1 + 0 − -1

00

11

00

et

𝑥

− sin(𝑥)

cos(𝑥)

0 𝜋
2 𝜋

0 − 1 − 0

11

−1−1
0

Par parité, on retrouve :

𝑥

sin(𝑥)

cos(𝑥)

−𝜋 −𝜋
2 0 𝜋

2 𝜋

00

−1−1

11

00
0

−1−1

11

−1−1
0 0

7. Courbes représentatives

#»𝑖

#»𝑗

𝑂

𝒞sin 𝒞cos

𝜋−𝜋
2𝜋

−2𝜋 3𝜋
2−3𝜋

2
𝜋
2−𝜋

2
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II. Résolution d’équations et d’inéquations

Définition

Soit 𝑎 ∈ [−1; 1].

• le nombre 𝑥 ∈ [−𝜋
2 ; 𝜋

2 ] tel que sin(𝑥) = 𝑎 est appelé arcsinus de 𝑎.
On note 𝑥 = arcsin(𝑎).

• le nombre 𝑥 ∈ [0; 𝜋] tel que cos(𝑥) = 𝑎 est appelé arccosinus de 𝑎.
On note 𝑥 = arccos(𝑎).

Exemple

sin (𝜋
6 ) = 1

2 donc 𝜋
6 = arcsin (1

2)
cos (𝜋

4 ) =
√

2
2 donc 𝜋

4 = arccos (
√

2
2 )

Propriété

∀𝑥 ∈ [−𝜋
2

; 𝜋
2

] , 𝑥 = arcsin(sin(𝑥))

∀𝑥 ∈ [0; 𝜋] , 𝑥 = arccos(𝑐𝑜𝑠(𝑥))

∀𝑎 ∈ [−1; 1], 𝑎 = sin(arcsin(𝑎))

∀𝑎 ∈ [−1; 1], 𝑎 = cos(arccos(𝑎))

Propriété

Soit 𝑎 ∈ [−1; 1]

• Les solutions sur [−𝜋; 𝜋] de l’équation sin(𝑥) = 𝑎 sont arcsin(𝑎) et 𝜋 − arcsin(𝑎)

• Les solutions sur [−𝜋; 𝜋] de l’équation cos(𝑥) = 𝑎 sont arccos(𝑎) et − arccos(𝑎)

• Les solutions sur ℝ de l’équation sin(𝑥) = 𝑎 sont les nombres de l’ensemble
{arcsin(𝑎) + 𝑘 × 2𝜋, 𝜋 − arcsin(𝑎) + 𝑘 × 2𝜋|𝑘 ∈ ℤ}

• Les solutions sur ℝ de l’équation cos(𝑥) = 𝑎 sont les nombres de l’ensemble
{arccos(𝑎) + 𝑘 × 2𝜋, − arccos(𝑎) + 𝑘 × 2𝜋||𝑘 ∈ ℤ}

Exemple

Résoudre dans [−𝜋; 𝜋] les équations suivantes :

• sin(𝑥) =
√

3
2

• cos(𝑥) =
√

2
2

Réponse

• sin(𝑥) =
√

3
2 ⟺ 𝑥 = arcsin (

√
3

2 ) ou 𝑥 = 𝜋 − arcsin (
√

3
2 ) ⟺ 𝑥 = 𝜋

3 ou 𝑥 = 𝜋 − 𝜋
3 = 2𝜋

3
𝒮 = {𝜋

3 ; 2𝜋
3 }

• cos(𝑥) =
√

2
2 ⟺ 𝑥 = arccos (

√
2

2 ) ou 𝑥 = − arccos (
√

2
2 ) ⟺ 𝑥 = 𝜋

4 ou 𝑥 = −𝜋
4

𝒮 = {−𝜋
4 ; 𝜋

4 }
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Propriété

Soit 𝑎 ∈ [−1; 1]

• Les solutions sur [−𝜋; 𝜋] de l’inéquation sin(𝑥) ⩽ 𝑎 sont les éléments de l’intervalle [−𝑝𝑖; arcsin(𝑎)] ∪
[𝜋 − 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑎); 𝜋]

• Les solutions sur [−𝜋; 𝜋] de l’inéquation cos(𝑥) ⩽ 𝑎 sont les éléments de l’intervalle [−𝜋; − arccos(𝑎)]∪
[arccos(𝑎); 𝜋]

• Les solutions sur [−𝜋; 𝜋] de l’inéquation sin(𝑥) ⩾ 𝑎 sont les éléments de l’intervalle
[arcsin(𝑎); 𝜋 − 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑎)]

• Les solutions sur [−𝜋; 𝜋] de l’inéquation cos(𝑥) ⩾ 𝑎 sont les éléments de l’intervalle
[− arccos(𝑎); arccos(𝑎)]

Exemple

Résoudre dans [−𝜋; 𝜋] les inéquations suivantes :

• sin(𝑥) ⩽
√

3
2

• cos(𝑥) ⩾
√

2
2

Réponse

• sin(𝑥) ⩽
√

3
2 ⟺ 𝑥 ∈ [−𝜋; 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 (

√
3

2 )] ∪ [𝜋 − 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 (
√

3
2 ) ; 𝜋] ⟺ 𝑥 ∈ [−𝜋; 𝜋

3 ] ∪ [𝜋 − 𝜋
3 ; 𝜋]

⟺ 𝑥 ∈ [−𝜋; 𝜋
3 ] ∪ [2𝜋

3 ; 𝜋]
𝒮 = [−𝜋; 𝜋

3 ] ∪ [2𝜋
3 ; 𝜋]

• cos(𝑥) ⩾
√

2
2 ⟺ 𝑥 ∈ [−𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠 (

√
2

2 ) ; 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠 (
√

2
2 )] ⟺ 𝑥 ∈ [−𝜋

4 ; 𝜋
4 ]

𝒮 = [−𝜋
4 ; 𝜋

4 ]

III. Un Problème
Exemple

Soit 𝒞 un cercle de centre 𝑂 et de rayon 1. Soit 𝐴 un point fixe du cercle 𝒞.
On considère deux points 𝐵 et 𝐶 variables du cercle 𝒞 tels que le triangle 𝐴𝐵𝐶 soit isocèle en 𝐴.
Soit 𝐻 le pied de la hauteur du triangle 𝐴𝐵𝐶 issue de 𝐴.
On note 𝑥 = 𝐻𝑂𝐵 avec 𝑥 ∈ [0; 𝜋

2 ] (donc en radians).

1. (a) Exprimer les longueurs 𝐵𝐶 et 𝐴𝐻 en fonction de sin(𝑥) et cos(𝑥).
(b) En déduire l’aire 𝑆(𝑥) du triangle 𝐴𝐵𝐶, en unité d’aire.

2. Montrer que ∀𝑥 ∈ [0; 𝜋
2 ] , 𝑆′(𝑥) = (1 + cos(𝑥))(2 cos(𝑥) − 1)

3. Dresser le tableau de signes de 𝑆′(𝑥) et de variations de la fonction 𝑆.

4. Pour quelle valeur de 𝑥 l’aire du triangle 𝐴𝐵𝐶 est-elle maximale ? Donner alors l’aire maximale.
Quelle est alors la nature du triangle 𝐴𝐵𝐶
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Réponse

𝑂

𝐴

𝐻

𝐵

𝐶

𝑥

𝐴′

1. (a) Le triangle 𝐵𝐻𝐶 est rectangle en 𝐻 donc 𝐵𝐻
𝐵𝑂 = sin(𝑥)

𝐵𝐻
1 = sin(𝑥) ⟺ 𝐵𝐻 = sin(𝑥).

Le triangle 𝐴𝐵𝐶 étant isocèle en 𝐴, la hauteur issue 𝐴 du triangle 𝐴𝐵𝐶 est aussi médiatrice.
Ainsi 𝐵𝐶 = 2𝐵𝐻 = 2 sin(𝑥)

Le triangle 𝐵𝐻𝐶 est rectangle en 𝐻 donc 𝑂𝐻
𝐵𝑂 = cos(𝑥)

𝑂𝐻
1 = cos(𝑥) ⟺ 𝑂𝐻 = cos(𝑥) ⟺ 𝐴𝐻 = 𝐴𝑂 + 𝑂𝐻 = 1 + cos(𝑥)

(b) 𝑆(𝑥) = 𝐴𝐻×𝐵𝐶
2 = (1+cos(𝑥))×2 sin(𝑥)

2 = sin(𝑥)(1 + cos(𝑥))

2. Les fonctions sinus et cosinus sont dérivables sur [0; 𝜋
2 ] donc 𝑆 l’est aussi comme produit de fonctions

dérivables sur [0; 𝜋
2 ].

𝑆′(𝑥) = cos(𝑥)(1 + cos(𝑥)) + sin(𝑥)(− sin(𝑥)) = cos(𝑥)(1 + cos(𝑥)) − sin(𝑥)2

𝑆′(𝑥) = cos(𝑥)(1 + cos(𝑥)) − (1 − cos(𝑥)2) = cos(𝑥)(1 + cos(𝑥)) − (1 − cos(𝑥))(1 + cos(𝑥))
𝑆′(𝑥) = (1 + cos(𝑥))(cos(𝑥) − (1 − cos(𝑥))) = (1 + cos(𝑥))(cos(𝑥) − 1 + cos(𝑥))
𝑆′(𝑥) = (1 + cos(𝑥))(2 cos(𝑥) − 1)

3. ∀𝑥 ∈ [0; 𝜋
2 ] , cos(𝑥) ⩾ 0 ⟺ ∀𝑥 ∈ [0; 𝜋

2 ] , cos(𝑥) + 1 ⩾ 1
2 cos(𝑥) − 1 ⩾ 0 ⟺ 2 cos(𝑥) ⩾ 1 ⟺ cos(𝑥) ⩾ 1

2 ⟺ 𝑥 ∈ [− arccos (1
2) ; arccos (1

2)]
⟺ 𝑥 ∈ [−𝜋

3 ; 𝜋
3 ]

Or 𝑥 ∈ [0; 𝜋
2 ] donc 2 cos(𝑥) − 1 ⩾ 0 ⟺ 𝑥 ∈ [−𝜋

3 ; 𝜋
3 ] ∩ [0; 𝜋

2 ] ⟺ 𝑥 ∈ [0; 𝜋
3 ]

𝑥

1+cos(𝑥)

2 cos(𝑥)−
1

𝑆′(𝑥)

𝑆

0 𝜋
3

𝜋
2

+ +

+ 0 −

+ 0 −

00

3
√

3
4

3
√

3
4

11
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Réponse - suite

4. L’aire du triangle 𝐴𝐵𝐶 est maximale pour 𝑥 = 𝜋
3 . L’aire est alors égale à 3

√
3

4 .
Dans le cercle 𝒞 de centre 𝑂, appelons 𝐴′ le point du cercle diamétralement opposé au point 𝐴.
L’angle 𝐴′𝑂𝐵 est un angle au centre interceptant l’arc 𝐴′𝐵.
L’angle 𝐴′𝐴𝐵 est un angle inscrit interceptant l’arc 𝐴′𝐵.
Donc 𝐴′𝐴𝐵 = 1

2𝐴′𝑂𝐵 = 1
2

𝜋
3 = 𝜋

6 .
Or le triangle 𝐴𝐵𝐶 est isocèle en 𝐴 donc la hauteur issue de 𝐴 est aussi bissectrice de l’angle 𝐵𝐴𝐶.
Ainsi 𝐵𝐴𝐶 = 2𝐴′𝐴𝐵 = 2 × 𝜋

6 = 𝜋
3

Le triangle 𝐴𝐵𝐶 est donc un triangle isocèle ayant un angle de 𝜋
3 radians. C’est donc un triangle

équilatéral.

IV. Approfondissement

1. La fonction tangente

Définition

La fonction tangente, notée tan est la fonction définie sur ℝ\ {𝜋
2 + 𝑘𝜋|𝑘 ∈ ℤ} par tan(𝑥) = sin(𝑥)

cos(𝑥) .

Tableau des valeurs usuelles

𝑥 0 𝜋
6

𝜋
4

𝜋
3

𝜋
2

sin(𝑥) 0 1
2

√
2

2

√
3

2 1

cos(𝑥) 1
√

3
2

√
2

2
1
2 1

tan(𝑥) 0
√

3
3 1

√
3

Propriété

∀𝑥 ∈ ℝ\ {𝜋
2 + 𝑘𝜋|𝑘 ∈ ℤ}.

• tan(−𝑥) = − tan(𝑥)

• tan(𝜋 + 𝑥) = tan(𝑥)

• tan(𝜋 − 𝑥) = − tan(𝑥)

• tan (𝜋
2 − 𝑥) = 1

tan(𝑥) = cotan(𝑥)

• tan (𝜋
2 + 𝑥) = − 1

tan(𝑥) = −cotan(𝑥)

10



Démonstration

Soit 𝑥 ∈ ℝ :

• tan(−𝑥) = sin(−𝑥)
cos(−𝑥) = − sin(𝑥)

cos(𝑥) = − sin(𝑥)
cos(𝑥) = − tan(𝑥)

• tan(𝜋 + 𝑥) = sin(𝜋+𝑥)
cos(𝜋+𝑥) = − sin(𝑥)

− cos(𝑥) = sin(𝑥)
cos(𝑥) = tan(𝑥)

• tan(𝜋 − 𝑥) = sin(𝜋−𝑥)
cos(𝜋−𝑥) = sin(𝑥)

− cos(𝑥) = − sin(𝑥)
cos(𝑥) = − tan(𝑥)

• tan (𝜋
2 − 𝑥) = sin( 𝜋

2 −𝑥)
cos( 𝜋

2 −𝑥) = cos(𝑥)
sin(𝑥) = 1

sin(𝑥)
cos(𝑥)

= 1
tan(𝑥) = cotan(𝑥)

• sin (𝜋
2 + 𝑥) = sin( 𝜋

2 +𝑥)
cos( 𝜋

2 +𝑥) = cos(𝑥)
− sin(𝑥) = − cos(𝑥)

sin(𝑥) = − 1
tan(𝑥) = −cotan(𝑥)

Propriété

La fonction tangente est définie sur ℝ\ {𝜋
2 + 𝑘𝜋|𝑘 ∈ ℤ} et 𝜋-périodiques.

∀𝑥 ∈ ℝ\ {𝜋
2

+ 𝑘𝜋|𝑘 ∈ ℤ} , tan (𝑥 + 𝜋) = tan(𝑥)

Démonstration

∀𝑥 ∈ {𝜋
2 + 𝑘𝜋|𝑘 ∈ ℤ} , cos(𝑥) = 0

Donc la fonction tangente n’est pas définie en les points de {𝜋
2 + 𝑘𝜋|𝑘 ∈ ℤ} , cos(𝑥) = 0

∀𝑥 ∈ ℝ\ {𝜋
2 + 𝑘𝜋|𝑘 ∈ ℤ} , cos(𝑥) ≠ 0 et sin(𝑥) ∈ ℝ

Donc la fonction tangente est définie sur ℝ\ {𝜋
2 + 𝑘𝜋|𝑘 ∈ ℤ}.

Soit 𝑥 ∈ ℝ\ {𝜋
2 + 𝑘𝜋|𝑘 ∈ ℤ}.

tan(𝜋 + 𝑥) = sin(𝑝𝑖+𝑥)
cos(𝜋+𝑥) = − sin(𝑥)

− cos(𝑥) = sin(𝑥)
cos(𝑥) = tan(𝑥)

Donc la fonction tangente est 𝜋-périodique.

Propriété

La fonction tangente est impaire, c’est-à-dire ∀𝑥 ∈ ℝ\ {𝜋
2 + 𝑘𝜋|𝑘 ∈ ℤ} , tan(−𝑥) = − tan(𝑥)

Démonstration

On a démontré précédemment que ∀𝑥 ∈ ℝ\ {𝜋
2 + 𝑘𝜋|𝑘 ∈ ℤ} , tan(−𝑥) = − tan(𝑥)

Propriété

∀𝑎 ∈ ℝ\ {𝜋
2 + 𝑘𝜋|𝑘 ∈ ℤ} , ∀𝑏 ∈ ℝ\ {𝜋

2 + 𝑘𝜋|𝑘 ∈ ℤ},
tels que 𝑎 + 𝑏 ∈ ℝ\ {𝜋

2 + 𝑘𝜋|𝑘 ∈ ℤ} et 𝑎 − 𝑏 ∈ ℝ\ {𝜋
2 + 𝑘𝜋|𝑘 ∈ ℤ} :

• tan(𝑎 + 𝑏) = tan(𝑎)+tan(𝑏)
1−tan(𝑎) tan(𝑏) • tan(𝑎 − 𝑏) = tan(𝑎)−tan(𝑏)

1+tan(𝑎) tan(𝑏)
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Démonstration

Soient 𝑎 ∈ ℝ\ {𝜋
2 + 𝑘𝜋|𝑘 ∈ ℤ} et 𝑏 ∈ ℝ\ {𝜋

2 + 𝑘𝜋|𝑘 ∈ ℤ},
tels que 𝑎 + 𝑏 ∈ ℝ\ {𝜋

2 + 𝑘𝜋|𝑘 ∈ ℤ} et 𝑎 − 𝑏 ∈ ℝ\ {𝜋
2 + 𝑘𝜋|𝑘 ∈ ℤ}.

• tan(𝑎 + 𝑏) = sin(𝑎+𝑏)
cos(𝑎+𝑏) = sin(𝑎) cos(𝑏)+cos(𝑎) sin(𝑏)

cos(𝑎) cos(𝑏)−sin(𝑎) sin(𝑏) =
sin(𝑎) cos(𝑏)+cos(𝑎) sin(𝑏)

cos(𝑎) cos(𝑏)
cos(𝑎) cos(𝑏)−sin(𝑎) sin(𝑏)

cos(𝑎) cos(𝑏)
=

sin(𝑎) cos(𝑏)
cos(𝑎) cos(𝑏) + cos(𝑎) sin(𝑏)

cos(𝑎) cos(𝑏)
cos(𝑎) cos(𝑏)
cos(𝑎) cos(𝑏) − sin(𝑎) sin(𝑏)

cos(𝑎) cos(𝑏)

tan(𝑎 + 𝑏) =
sin(𝑎)
cos(𝑎) + sin(𝑏)

cos(𝑏)

1+ sin(𝑎)
cos(𝑎)

sin(𝑏)
cos(𝑏)

= tan(𝑎)+tan(𝑏)
1−tan(𝑎) tan(𝑏)

• tan(𝑎 − 𝑏) = tan(𝑎 + (−𝑏)) = 𝑡𝑎𝑛(𝑎)+tan(−𝑏)
1+tan(𝑎) tan(−𝑏) = tan(𝑎)−tan(𝑏)

1−tan(𝑎) tan(𝑏)

Propriété

∀𝑎 ∈ ℝ\ {𝜋
2 + 𝑘𝜋|𝑘 ∈ ℤ} tel que 2𝑎 ∈ ℝ\ {𝜋

2 + 𝑘𝜋|𝑘 ∈ ℤ} :

tan(2𝑎) = 2 tan(𝑎)
1 − tan(𝑎)2

Démonstration

Soient 𝑎 ∈ ℝ\ {𝜋
2 + 𝑘𝜋|𝑘 ∈ ℤ} tel que 2𝑎 ∈ ℝ\ {𝜋

2 + 𝑘𝜋|𝑘 ∈ ℤ}.
tan(2𝑎) = tan(𝑎 + 𝑎) = tan(𝑎)+tan(𝑎)

1−tan(𝑎) tan(𝑎) = 2 tan(𝑎)
1−tan(𝑎)2

Propriété

lim
𝑥→0

tan(𝑥)
𝑥

= 1

Démonstration

lim
𝑥→0

tan(𝑥)
𝑥 = lim

𝑥→0
sin(𝑥)

𝑥 cos(𝑥) = lim
𝑥→0

sin(𝑥)
𝑥

cos(𝑥) = 1
1 = 1

Propriété - admise

La fonction tangente est continue sur tous les intervalles de la forme ]−𝜋
2 + 𝑘𝜋; 𝜋

2 + 𝑘𝜋[ où 𝑘 ∈ ℤ.

Remarque

La fonction tangente étant 𝜋-périodique, il suffit de l’étudier sur un intervalle de longueur 𝜋, ]−𝜋
2 ; 𝜋

2 [ par
exemple.
De plus elle est impaire, donc on peut restreindre son étude à l’intervalle ]0; 𝜋

2 [

Signe de tan(𝑥)

𝑥

tan(𝑥)

−𝜋
2 0 𝜋

2

− 0 +
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Démonstration

𝑥

sin(𝑥)

cos(𝑥)

tan(𝑥)

−𝜋
2 0 𝜋

2

-1 + 0 + 1

0 + 1 + 0

+ 0 +

Propriété

La fonction tangente est dérivable sur l’intervalle ]−𝜋
2 ; 𝜋

2 [ et

tan′(𝑥) = 1
cos(𝑥)2 = 1 + (tan(𝑥))2

Démonstration

On rappelle que tan(𝑥) = sin(𝑥)
cos(𝑥) .

Les fonctions sinus et cosinus sont dérivables sur l’intervalles ]−𝜋
2 ; 𝜋

2 [.
De plus, la fonction cosinus ne s’annule pas sur cet intervalle.
Donc la fonction tangente est dérivable sur ]−𝜋

2 ; 𝜋
2 [.

tan′(𝑥) = cos(𝑥) cos(𝑥)−sin(𝑥)×(− sin(𝑥))
(cos(𝑥))2 = (sin(𝑥))2+(cos(𝑥))2

cos(𝑥)2 = 1
(cos(𝑥))2 De plus, tan′(𝑥) = (sin(𝑥))2+(cos(𝑥))2

cos(𝑥)2 =
(sin(𝑥))2

(cos(𝑥))2 + (cos(𝑥))2

(cos(𝑥))2 = ( sin(𝑥)
cos(𝑥))

2
+ 1 = 1 + (tan(𝑥))2

Propriété

La fonction tangente est croissante sur l’intervalle ]−𝜋
2 ; 𝜋

2 [ et

Démonstration

𝑥

1 +
(tan(𝑥))2

tan′(𝑥)

tan(𝑥)

−𝜋
2 0 𝜋

2

+ 1 +

+ 1 +

−∞

+∞
0
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Courbe représentative

#»𝑖

#»𝑗

𝑂

𝒞tan

𝜋−𝜋
2𝜋

−2𝜋 3𝜋
2−3𝜋

2
𝜋
2−𝜋

2

2. lim
𝑥→0

sin(𝑥)
𝑥 = 1

Soit la fonction 𝑓 ∶ ℝ∗ →ℝ

𝑥 ↦𝑠𝑖𝑛(𝑥)
𝑥

Dans un repère orthonormé (𝑂, 𝐼, 𝐽), considérons un cercle trigonométrique de centre 𝑂.
Soit 𝑥 ∈ [−𝜋

2 , 𝜋
2 ]. Soit 𝑀 le point du cercle trigonométrique tel que ̂( #»𝑖 , #     »𝑂𝑀) = 𝑥.

Soit 𝐴 le projeté orthogonal de 𝑀 sur l’axe des abscisses. Soit 𝐼 le point de coordonnées (1, 0).
Soit 𝐵 le point de la demi-droite [0𝑀) tel que 𝐼 soit le projeté orthogonal de 𝐵 sur l’axe des abscisses.
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II ′

J

J ′

O

M

B

A
x

L’aire du secteur de disque d’angle 𝑥, notée 𝒜(𝑥) est comprise entre l’aire du triangle 𝑂𝑀𝐼 et celle du triangle
𝑂𝐵𝐼.
Donc on a :
𝒜𝑂𝑀𝐼 ⩽ 𝒜(𝑥) ⩽ 𝒜𝑂𝐵𝐼
1×| sin(𝑥)|

2 ⩽ 𝜋×|𝑥|
2𝜋 ⩽ 1×| tan(𝑥)|

2
| sin(𝑥)| ⩽ |𝑥| ⩽ | tan(𝑥)|
1 ⩽ |𝑥|

| sin(𝑥)| ⩽ | tan(𝑥)|
| sin(𝑥)|

1 ⩽ |𝑥|
| sin(𝑥)| ⩽ 1

| cos(𝑥)|

1 ⩾ | sin(𝑥)|
|𝑥| ⩾ | cos(𝑥)|

Or ∀𝑥 ∈ [−𝜋
2 , 𝜋

2 ] , | sin(𝑥)|
|𝑥| = sin(𝑥)

𝑥 et | cos(𝑥)| = cos(𝑥)
Donc 1 ⩾ sin(𝑥)

𝑥 ⩾ cos(𝑥)
Par passage à la limite, on a :
1 ⩾ lim

𝑥→0
sin(𝑥)

𝑥 ⩾ lim
𝑥→0

cos(𝑥)

Or lim
𝑥→0

cos(𝑥) = 1 donc lim
𝑥→0

sin(𝑥)
𝑥 = 1

𝑓 est donc prolongeable par continuité en 0.
Le prolongement par continuité de 𝑓 en 0 est

∼
𝑓 ∶ ℝ →ℝ

𝑥 ↦
⎧{
⎨{⎩

sin(𝑥)
𝑥

si 𝑥 ≠ 0

1 si 𝑥 = 0
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3. lim
𝑥→0

cos(𝑥)−1
𝑥 = 0

lim
𝑥→0

cos(𝑥)−1
𝑥 = lim

𝑥→0
cos(𝑥)−cos(0)

𝑥−0 = cos′(0) = − sin(0) = 0

4. Fonctions réciproques des fonctions trigonométriques

Définition

Soit 𝑎 ∈ [−1; 1].

• le nombre 𝑥 ∈ [−𝜋
2 ; 𝜋

2 ] tel que sin(𝑥) = 𝑎 est appelé arcsinus de 𝑎.
On note 𝑥 = arcsin(𝑎).

• le nombre 𝑥 ∈ [0; 𝜋] tel que cos(𝑥) = 𝑎 est appelé arccosinus de 𝑎.
On note 𝑥 = arccos(𝑎).

• le nombre 𝑥 ∈ ]−𝜋
2 ; 𝜋

2 [ tel que tan(𝑥) = 𝑎 est appelé arctangente de 𝑎.
On note 𝑥 = arctan(𝑎).

Exemple

• arcsin (
√

3
2 ) = 𝜋

3 car sin (𝜋
3 ) =

√
3

2

• arccos (−
√

3
2 ) = 5𝜋

6 car cos (5𝜋
6 ) = −

√
3

2

• arctan (1) = 𝜋
4 car tan (𝜋

4 ) = 1

Définition

• La fonction 𝑥 ∈ [−1; 1] ↦ arcsin(𝑥) ∈ [−𝜋
2 ; 𝜋

2 ] est appelée fonction arcsinus.

• La fonction 𝑥 ∈ [−1; 1] ↦ arccos(𝑥) ∈ [0; 𝜋] tel que cos(𝑥) = 𝑎 est appelée fonction arccosinus.

• La fonction 𝑥 ∈] − ∞; +∞[↦ arctan(𝑥) ∈ ]−𝜋
2 ; 𝜋

2 [ est appeléz fonction arctangente.

Propriété

• ∀𝑥 ∈ [−𝜋
2 ; 𝜋

2 ] , arcsin(sin(𝑥)) = 𝑥

• ∀𝑥 ∈ [−1; 1] , sin(arcsin(𝑥)) = 𝑥

• ∀𝑥 ∈ [0; 𝜋] , arccos(cos(𝑥)) = 𝑥

• ∀𝑥 ∈ [−1; 1] , cos(arccos(𝑥)) = 𝑥

• ∀𝑥 ∈ ]−𝜋
2 ; 𝜋

2 [ , arctan(tan(𝑥)) = 𝑥

• ∀𝑥 ∈ [−∞; +∞] , tan(arctan(𝑥)) = 𝑥

Propriété

Les fonctions arcsinus et arctangente sont impaires.
La fonction arccos n’est pas paire.
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Démonstration

L’intervalle [−1; 1] est symétrique par rapport à 0.
Soit 𝑥 ∈ [−1; 1].
Soit 𝑎 ∈ [−𝜋

2 ; 𝜋
2 ] tel que sin(𝑎) = 𝑥

On a donc 𝑎 = arcsin(𝑥)
−𝑥 ∈ [−1; 1] donc :
sin(arcsin(−𝑥)) = −𝑥 = − sin(𝑎) = sin(−𝑎) car la fonction sinus est impaire.
Donc arcsin(−𝑥) = arcsin(sin(−𝑎)) = −𝑎 = − arcsin(𝑥)
Ainsi ∀𝑥 ∈ [−1; 1], arcsin(−𝑥) = − arcsin(𝑥)
La fonction arcsinus est donc impaire.

L’intervalle [−∞; +∞] est symétrique par rapport à 0.
Soit 𝑥 ∈ [−∞; +∞].
Soit 𝑎 ∈ [−𝜋

2 ; 𝜋
2 ] tel que tan(𝑎) = 𝑥

On a donc 𝑎 = arctan(𝑥)
−𝑥 ∈ [−∞; +∞] donc :
tan(arctan(−𝑥)) = −𝑥 = − tan(𝑎) = tan(−𝑎) car la fonction tangente est impaire.
Donc arctan(−𝑥) = arctan(tan(−𝑎)) = −𝑎 = − arctan(𝑥)
Ainsi ∀𝑥 ∈ [−∞; +∞], arctan(−𝑥) = − arctan(𝑥)
La fonction arcsinus est donc impaire.

L’intervalle [−1; 1] est symétrique par rapport à 0.
Soit 𝑥 ∈ [−1; 1].
Soit 𝑎 ∈ [0; 𝜋] tel que cos(𝑎) = 𝑥
On a donc 𝑎 = arccos(𝑥)
−𝑥 ∈ [−1; 1] donc :
cos(arccos(−𝑥)) = −𝑥 = − cos(𝑎) = cos(𝜋 − 𝑎)
Donc arccos(−𝑥) = arccos(cos(𝜋 − 𝑎)) = 𝜋 − 𝑎 = 𝜋 − arccos(𝑥) ≠ arccos(𝑥)
Ainsi la fonction arccos n’est pas paire.

Propriété

∀𝑥 ∈ [−1; 1] :

• arcsin(−𝑥) = − arcsin(𝑥)

• arccos(−𝑥) = 𝜋 − arccos(𝑥)

• sin(arcsin(𝑥)) = 𝑥

• cos(arccos(𝑥)) = 𝑥

• sin(arccos(𝑥)) =
√

1 − 𝑥2

• cos(arcsin(𝑥)) =
√

1 − 𝑥2

• tan(arccos(𝑥)) =
√

1−𝑥2

𝑥

• tan(arcsin(𝑥)) = 𝑥√
1−𝑥2

• arcsin(𝑥) + arccos(𝑥) = 𝜋
2

∀𝑥 ∈ [−𝜋
2 ; 𝜋

2 ] :

• arcsin(sin(𝑥)) = 𝑥

• arctan(tan(𝑥)) = 𝑥

∀𝑥 ∈ [0; 𝜋] :

• arccos(cos(𝑥)) = 𝑥

∀𝑥 ∈] − ∞; +∞[ :

• arctan(−𝑥) = − arctan(𝑥)

• tan(arctan(𝑥)) = 𝑥

• cos(arctan(𝑥)) = 1√
1+𝑥2

• sin(arctan(𝑥)) = 𝑥√
1+𝑥2
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Démonstration

Soit 𝑥 ∈ [−1; 1].

• La fonction arcsinus est impaire donc arcsin(−𝑥) = − arcsin(𝑥)

• On a vu dans la démonstration précédente : arccos(−𝑥) = 𝜋 − arccos(𝑥)

• Par définition, sin(arcsin(𝑥)) = 𝑥

• Par définition, cos(arccos(𝑥)) = 𝑥

• D’après la relation fondamentale de la trigonométrie, on a :
∀𝑎 ∈ ℝ, sin2(𝑎) + cos2(𝑎) = 1
En particulier pour 𝑎 = arccos(𝑥), on a :
sin2(arccos(𝑥)) + cos2(arccos(𝑥)) = 1
sin2(arccos(𝑥)) + 𝑥2 = 1
sin2(arccos(𝑥)) = 1 − 𝑥2 ⩾ 0
sin(arccos(𝑥)) =

√
1 − 𝑥2

• Démonstration analogue pour cos(arcsin(𝑥)) =
√

1 − 𝑥2

• tan(arccos(𝑥)) = sin(arccos(𝑥))
cos(arccos(𝑥)) =

√
1−𝑥2

𝑥

• tan(arcsin(𝑥)) = sin(arcsin(𝑥))
cos(arcsin(𝑥)) = 𝑥√

1−𝑥2

• Posons arcsin(𝑥) + arccos(𝑥) = 𝐴
arcsin(𝑥) ∈ [−𝜋

2 ; 𝜋
2 ] et arccos(𝑥) ∈ [0; 𝜋] donc

arcsin(𝑥) + arccos(𝑥) ∈ [−𝜋
2 ; 3𝜋

2 ]

cos(𝐴) = cos(arcsin(𝑥) + arccos(𝑥)) = cos(arcsin(𝑥)) cos(arccos(𝑥)) − sin(arcsin(𝑥)) sin(arccos(𝑥))
cos(𝐴) =

√
1 − 𝑥2𝑥 − 𝑥

√
1 − 𝑥2 = 0

sin(𝐴) = sin(arcsin(𝑥) + arccos(𝑥)) = sin(arcsin(𝑥)) cos(arccos(𝑥)) + sin(arccos(𝑥)) cos(arcsin(𝑥))
sin(𝐴) = 𝑥 × 𝑥 +

√
1 − 𝑥2 ×

√
1 − 𝑥2 = 𝑥2 + 1 − 𝑥2 = 1

On cherche donc 𝐴 ∈ [−𝜋
2 ; 3𝜋

2 ] tel que cos(𝐴) = 0 et sin(𝐴) = 1.
Donc 𝐴 = 𝜋

2
Ainsi arcsin(𝑥) + arccos(𝑥) = 𝜋

2

Soit 𝑥 ∈ [−𝜋
2 ; 𝜋

2 ].

• Par définition, arcsin(sin(𝑥)) = 𝑥

• Par définition, arctan(tan(𝑥)) = 𝑥

Soit 𝑥 ∈ [0; 𝜋].

• Par définition, arccos(cos(𝑥)) = 𝑥
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Démonstration - suite

Soit 𝑥 ∈] − ∞; +∞[ :

• La fonction arctangente est impaire donc arctan(−𝑥) = − arctan(𝑥)

• Par définition, tan(arctan(𝑥)) = 𝑥

• D’après la relation fondamentale de la trigonométrie, on a :
∀𝑎 ∈ ℝ, sin2(𝑎) + cos2(𝑎) = 1
En particulier pour 𝑎 = arctan(𝑥), on a :
sin2(arctan(𝑥)) + cos2(arctan(𝑥)) = 1
De plus 𝑥 = tan(arctan(𝑥)) = sin(𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥))

cos(arctan(𝑥))
Donc sin(arctan(𝑥)) = 𝑥 cos(arctan(𝑥))

Ainsi (𝑥 cos(arctan(𝑥)))2 + cos2(arctan(𝑥)) = 1
𝑥2 cos2(arctan(𝑥)) + cos2(arctan(𝑥)) = 1
(1 + 𝑥2) cos2(arctan(𝑥)) = 1
cos2(arctan(𝑥)) = 1

1+𝑥2 ⩾ 0
cos(arctan(𝑥)) = √ 1

1+𝑥2

cos(arctan(𝑥)) = 1√
1+𝑥2

• sin(arctan(𝑥)) = 𝑥 cos(arctan(𝑥)) = 𝑥 × 1√
1+𝑥2 = 𝑥√

1+𝑥2
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