Chapitre | — Polynomes du second degreé

l. Un peu d'histoire

On trouve chez Diophante d'Alexandrie, puis chez Al-Khwarizmi(780-850)(voir aussi Al-Khwarizmi), des
méthodes de résolutions d’équations du second degré. Al-Khwarizmi est connu comme le pére de l'algebre.

Il. Fonction polyndme du second degré
Définition

La fonction fest une fonction polyndme du second degré lorsqu'il existe trois nombres réels a, b et ¢
avec a # 0 tels que Vx € R, f(x) = ax® + bx + c.

Exemple:

Parmi les fonctions suivantes, lesquelles sont des fonctions polynémes du second degré?
fixm3x>4+2x=5
gix —2x> +3x—17
h:x x2x—-3)
itx 4
X
TN 3x242x-5
J 2x2-Tx+1

k:ix— x> +6x—1
[:x+— x2 —3x

Les fonctions f, g, h et [ sont des fonctions polyndmes du second degré.
lll. Forme canonique
1. Propriété

Toute fonction polyndme P du second degré de la forme ax®> + bx + c ot a, b, et ¢ sont trois nombres
b*—4ac
4a

réells avec a # 0, peut s'écrire sous la forme a(x — a)?> + f avec a = —?/%; etf=Pla)=—

Cette forme est appelée forme canonique du polynéme P.

Exemple:


https://fr.wikipedia.org/wiki/Diophante_d%27Alexandrie
https://fr.wikipedia.org/wiki/Al-Khw%C3%A2rizm%C3%AE
http://serge.mehl.free.fr/chrono/Khwarizmi.html

Mettre sous forme canonique le polynéme du second degré P(x) = —2x2 + 3x — 7.

g=—b —__3 __3_3

T 2a T 2x(=2) T -4 7 4 ,

— — 2 _ 3 3 _ 9 9 _ 9 18 56 __ 47

p=Pl)=-2a+3a-T7=-2(3) +3><(Z)2—7_—2><E+Z—7_—§+?—?_—?
4

oone ) = <2(s= 1)+ () = =2(e- i) - §

2. Variations et extremum de la fonction P : x — a(x — a)2 + f

Une fonction polynéme du second degré P : x — a(x — 0()2 + f admet un extremum:

e Sia > 0, alors P admet un minimum égal a /3 et atteint pour x = a. De plus P est décroissante
sur |—oo; a] et croissante sur [a; +0].

e Sia <0, alors P admet un maximum égal a /3 et atteint pour x = a. De plus P est croissante sur
]—00; a] et décroissante sur [ar; +00].

On a donc le tableau de variation suivant:

Sia>0:
X —0 a +00
)
p
sia<0:
X —00 a +0o0
p
Fx) / \
Exemple:
Déterminer I'extremum local de la fonction P définie sur R par P(x) = —2x% 4+ 3x — 7.

P est une fonction polynéme du second degré.

Et on a vu précédemment que P(x) = —2(x — %)2 + (——).



Donc P admet un maximum qui vaut —4?7 et qui est atteint pour x = %.

3. Courbe représentative

La courbe représentative d'uen fonction P polyndme du second degré définie par
P(x) = ax® + bx + c est une parabole d'équation y = ax> + bx + c.

Elle posséde un axe de symétrie d'équationx = aou a = 5

IV. Forme factorisée
1. Discriminant du polynédme du second degré ax?> + bx + ¢

On appelle discriminant du polynéme ax> + bx + ¢ le nombre A = b* — 4ac.

Exemple:
Déterminer le discriminant du polynéme du second degré —2x% + 3x — 7.

A =0 —dac =3 —4x(=2)x(=7) = —47

2. Factorisation du polyn6me du second degré ax? + bx + ¢

Considérons le polynéme P du second degré tel que Vx € R, P(x) = ax®> + bx + c ou a, b, et ¢ sont
trois nombres réells avec a # 0. Soit A son discriminant.
Si A < 0 alors le polyndme P n'a pas de racine et P n'est pas factorisable.

Si A = 0 alors le polynéme P a une racine double xy = g—j etVx € R, P(x) = a(x — xo)2
Si A > 0 alors le polyndme P a deux racines x| = _b;a\/x etx, = #. De plus, Vx € R,

P(x) =a(x—xp) (x—x3)
Remarque:

Considérons le polynéme P du second degré tel que Vx € R, P(x) = ax®> + bx + c ou a, b, et ¢ sont
trois nombres réels avec a # 0.

On appelle racine du polynéme P les nombres réels annulateurs du polynéme P, c'est-a-dire les
nombres x; tels que P (x;) = 0.

Les racines du polyndme P sont donc aussi les solutions de I'équation ax> + bx+c = 0.

Donc trouver les solutions de I'équation ax®> + bx + ¢ = 0, c'est trouver les racines du polynébme

ax®> + bx + c.

Démonstration:



Rappel:
L'équation X2 = A admet :

e O solutionsiA < 0.
e 1 solution si A = (. Cette solution est le nombre X = 0.
e 2 solutions si A > 0. Ces deux solutions sont X = \/Z etX = —\/Z.

Résolvons alors ax? + bx + ¢ = 0 ol a, b, et ¢ sont trois nombres réells avec a # 0. La forme
canonique du polynéme du second degré, membre de gauche de I'équation ci-dessus, est

2_
a(x —a)> 4+ paveca = _z_ba etf = Pla) = i 4:ac.
Il faut donc résoudre a(x — a)> + =0
b 2 b*—4ac -
ou encore a(x— (—2%)22 4— . = 0 i
. b _ b—4ac L. b A
sor[a(x— (_Z)) _2T c'est-a-dire a(x— <_§)) =1,
. b _ A
Ouenfln( _(_Z>) _E ,
2 _
Soit X 4 enposant X = x — <_2_a>
e lercas: caS' A<O
donc E < OA
Ainsi X2 = e n'admet pas de solution.

Et donc ax? + bx 4+ ¢ = 0 n'admet pas de solution.

e 2émecas: A =0
donc il faut résoudre X? = 0 qui admet une seule solution X = 0.
Ainsi x — (——) =0

2a b
C'est-a-dire x = — 5
a
e 3éme caS' A>0
donc =~ > 0
Ainsi X2 — admet deux solutions X1 = /= etX; =
4 2 4a2
VA _ _VA
ou encoreXl =5, etX, = — 2a . .
. b _ vA (b= _¥A
Il faut donc résoudre x — (—5) = - etx ( Za) =-=
Ce qui nous améne a deux solutions:
_ VA b VA
.XI—(—_)+_et.X'2 (_Z)_E
—b++/A —b—/A
ou encore x| = VA etx, = —b-va
2a 2a
Exemple:

Factoriser si possible les polynémes définis Vx € R par P(x) = 2x*> — 3x + 1, Q(x) = 3x> + 6x + 3 et
R(x) = —2x% +3x —17.

Pour le polynéme P:
A=(-3)?2-4x2x1=1
A > 0 donc le polyn6me P admet deux racines:




I e A U S R G ) L aVA N S
L= "o T 4 T 2 1= " T 4 T

e
AinsiVx € R, P(x) = 2(x— % x—=1)

Pour le polynéme Q:
A=6"-4x3x3=0

A = 0 donc le polyndbme Q admet une racine double:
- =6 _ 6 _ 4
N=3%3 76 T

AinsiVx € R, O(x) = 3(x — (=1))* = 3(x + 1)?

Pour le polynéme R:
A =3 —4x(=2)x(=7) = —47
A < 0 donc le polynéme Q n'admet pas de racine. Le polyndme Q n'est donc pas factorisable.

Exemple:
Résoudre dans R I'équation 2x> — 4x — 1 = 0.

A=(-4?—4x2x(-1)=24
A > 0 donc I'équation 2x> — 4x — 1 = 0 admet deux solutions:

—(-4)-v24 _ 4246 _ 2-4/6 —(—4+v24 _ 4+2V6 _ 2+4/6
X1 = e = et_x2 = — —

2x2 4 2 2x2 4 2
g = 2-6 2446
- 2 2
Remarque:

Supposons que le polyndme P du second degré tel que Vx € R, P(x) = ax> + bx+coua, b, etc
sont trois nombres réels avec a # 0 posséde 2 racines x; et x;.

On a alors:

X1 +xy = —% etx; Xx, = <

a

Exemple:
Trouver deux nombres réels dont la somme vaut 4 et le produit 3, 84.

Les deux nombres cherchés sont donc les solutions de ax? + bx + ¢ = 0 avec —% =4 et

£ =384

a

Or

ax’ +bx+c=0 < x? +§x+% =0 < x? - (—%)x+% =0 < x?—-4x+3,84=0
Résolvons alors cette derniére équation:

A=(—4)? —4x1x3,84=0,064

Donc A > 0

Ainsi I'équation x> — 4x + 3, 84 = 0 admet deux solutions:

(4064 403 —(=4)+1/0.64 440,38
X1 = %1 - 2 2x1 o 2
S=1{1,6;2,4}

=1,6etx, = =24



Les deux nombres cherchés sontdonc 1,6 et 2,4.

Exemple:
On considére le polynéme P du second degré tel que Vx € R, P(x) = 4x> — 20x + 24.

1. Les nombres 2 et 3 sont-ils racines de P?
2. En déduire la factorisation de P.

1. PQ)=4x22-20x2+24=0
P(3)=4x3*-20x3+24=0
Donc 2 et 3 sont bien racines du polynéme P.
2. On adonc:

Vx e P,P(x) =4(x—-2)(x — 3)
Exemple:

On considére le polynéme P du second degré tel que Vx € R, P(x) = 3x? — 27x + 24.

1. Le nombres 1 est-il racine de P?
2. En déduire la factorisation de P.

1. P(1)=3x12=-27x1+24=0
Donc 1 est bien racine du polynéme P.

2. On adonc:
Vx € P, P(x) = 3(x — 1)(x — a) ou a est la seconde racine du polynéme P
(éventuellement égale a 1, cas de la racine double).
P(x) =3(x—1Dx—a) =3x* =31 +a)x + 3a
Donc 3x% — 3(1 4+ a)x + 3a = 3x*> — 27x + 24
Par identification terme a terme, on a:

=31 +a) =-27

{ 3a =24
On en déduit que a = 8 est la solution du systeme.
Donc Vx € P, P(x) = 3(x — 1)(x — 8)

3. Signe du polynéme du second degré ax®> + bx + ¢

Considérons le polynéme P du second degré tel que Vx € R, P(x) = ax?® + bx + c ou a, b, et ¢ sont
trois nombres réells avec a # 0. Soit A son discriminant.

e SiA < 0alors ax? + bx + ¢ ne s'annule jamais et Vx € R, ax®> + bx + c estdu signe de a.



X —00 +00

ax* + bx + ¢ signe de a
e Si A = 0 alors le polynéme ax> + bx + ¢ s'annule en x = _2_ba etVx € R, ax® + bx + c est
du signe de a.
X —00 X0 +00
ax> + bx +c¢ signe de a 0 signe de a
e Si A > 0 alors le polynéme ax> + bx + ¢ s'annule en x| = _b;;/K etx, = _b;a\/x. De plus,

ax®> + bx + ¢ est du signe de a sur [—oco; min(xy; x,)] et sur [max(x;;x,); +oo] et du signe de
—a sur [min(xy; x,); max(xy;x;)]

—00 min(xy;x,) max(xy;x;)
X
+0co
ax> + bx +c¢ signe de a 0 signe de —a 0 signe de a
Remarque:

Pour résoudre une inéquation du second degré du type ax®> + bx + ¢ > 0oua, b, et ¢ sont trois
nombres réels avec a # 0, il faut:

e Déterminer le signe de ax® + bx + ¢ selon les valeurs de x.
e En déduire les solutions de l'inéquation.

Exemple:
Résoudre dans R I'équation 2x> — 4x — 1 > 0.

A=(—4)? —4x2x(-1)=24
A > 0 donc le polynéme 2x% — 4x — 1 admet deux racines:
_ -4 4246 246 —(=H+v24 _ 4+2V6 _ 2446

*1 2%2 4 et =T = 2
Ainsi on a le tableau de signes suivant:
2—4/6 24+1/6
- 248 v
X 2 2
+00
2
ax~ +bx+c + 0 — 0 +

Ainsi S = [—oo; # [ U ] 2+2\/6;+oo]



V. Résumé

a<0 a>0
x — o +oo X —oo +co0
¢ ) I 2 2
! ax? +bx +c - ax?+bx +c +
1
4 !
1
A< 0 L pas de racine. pas de racine.
L non factorisable. non factorisable.
o o 1 2
X —00 Xo +00 X —o0 X +o0
ol s
1 0/ o x\ 1 2 2 2
ax?+bx+c - - ax?+bx+c + +
A=0 ] b 1 b
. 1 racine double: x, = ~%a 1 racine double: xy = ~%a
factorisable: 5 \Us factorisable:
, ax?+ bx + ¢ = alx — x)? B CR ax?+ bx + ¢ = alx — x)?
0
3
s |s X - X X, +o X -0 X Xy
§
2
| ax?+bx+c| — 0| + o] - ax?+bx+c| + - +
: 1
A>0 . ! .
. - 2 . —-b—VA —b+VA . —b—VA —b+VA
2 T [0 2 racines: x; = etx, =—— 2 racines: x; = etx, =——
2a 2a 2a
1 factorisable: factorisable:
ax? +bx +c =alx —x)(x — x3) ax? + bx +c = alx —x)(x — x3)
-2




