Chapitre XI - Application du produit scalaire

l. Formule d'Al-Kashi

Soit ABC un triangle quelconque. On pose a = BC, b = CA etc = AB.

Ona:
a® = b* + ¢? —2bccosj4\

b* =c* 4+ a*> —2cacos B
¢t =a* + b? —2abcosé\

Démonstration

—_— —

—2 —12
— BC? = ”BCH “BA +ACH HBAH +2BA.AC + HACH

— — — — - =
P =240 (—AB) AC+D: = + 2 —2AB.ACH + 2 +2 HAB“ X ”ACH X COS <AB,AC>

a> = b +c¢?> —2bccos A
De méme pour les autres égalités.

Remarque

Dans le théoréme d'Al-Kashi, si le triangle est rectangle en A, on retrouve le théoréme de Pythagore



puisque cos % = 0.On abien a*> = b* + 2.

IIl. Transformation de MA. MB

Soient A et B deux points du plan &. Soit I le milieu du segment [AB].
_—
VM € P,MA.MB = MI*> — IA> = MI* - IB*> = MI* — 1 AB*.

Propriété

_—
L'ensemble des points M du plan tels que MA. M B = 0 est le cercle de diamétre [AB].

Démonstration

Soient A et B deux points du plan &. Soit I le milieu du segment [AB].

—_—
Soit M un point du plan tel que MA. MB = 0.
On a donc:

—_—
MA.MB =0
— —
<MI +IA> . <MI +IB> -0
— —
Or I est le milieu du segment [AB] donc IB = —IA. On a donc:
—_— — —_— —
<MI +IA> . <M] - 1A> =0
— 2 —12
i - [ -o
— 2 —>(2
il - i
MI? = JA?
M1 = IA car M1 et IA sont des longueurs donc positives.

Le point M est donc un point du cercle de centre I et de rayon /A ou encore du cercle de
diameétre [AB].

_— —
L'ensemble des points M du plan tels que MA. M B = 0 est donc le cercle de diamétre [AB].

lll. Equation de droite

- -
On se raméne, dans cette partie, a un repére orthonormé (O; i,] )

rappel L'ensemble des points M (x; y) qui vérifientax + by + c =0aveca € R,b € Ret C € R et
(a; b) # (0; 0) est une droite. ax + by + ¢ = 0 s'appelle I'équation cartésienne de la droite.

Définition



—b
a
ax+by+c=0,aveca e R,b € RetC € Ret(a;b) # (0;0).

- . . .
Le vecteur u de coordonnées ( ) est un vecteur directeur de la droite d'équation

Définition

N a
Le vecteur n de coordonnées < b > est un vecteur normal a la droite d'équation ax + by + ¢ = 0,

aveca € R,b € RetC € R et (a;b) # (0;0).

Remarque

— —
Les vecteurs u et n sont orthogonaux.

Exemple 1 :

1. Déterminer I'équation de la droite (d) passant par le point A(1;2) et de vecteur directeur U <

4
2. Déterminer I'équation de la droite (d’) passant par le point B(3; 5) et de vecteur normal v (7 )

_)
1. L'équation d'une droite de coefficient directeur u < ) est de la forme

a

3
ax+by+c=0.0r U <5 > est un vecteur directeur de la droite (d) donc b = —3 et

a=>3.
Ainsiona:(d) : 5x —=3y+c=0
Or A(1;2) € (d) donc:
5X1=-3X24¢=0

5-6+c=0
—14+¢=0
c=1

Ainsiona:(d) : —3x+5y+1=0

a
2. L'équation d'une droite de coefficient normal u < b > est de la forme ax + by + ¢ = 0.

4
orv <7 > est un vecteur normal & la droite (d') donca = 4 et b = 5.

Ainsiona:(d"):4x+5y+c¢=0
Or B(3;5) € (d") donc:
4xX3+5%xX54+c=0
124+254+c¢c=0

37+c=0

c=-37
Ainsiona:(d'):4x+5y—-37=0



Exemple 2 :

Dans un repére orthonormé, on considére la droite (d) d'équation cartésienne —2x + 3y + 5 = 0.
Déterminer les coordonnées du point H, projeté orthogonal du point A(5; 6) sur (d).

L'équation de la droite (d) est —2x + 3y + 5 = 0 donc U < ) est un vecteur directeur de

la droite (d).
_) _)
H est le projeté orthogonal du point A sur la droite (d) donc les vecteurs AH et u sont

orthogonaux. Ainsi 7 est un vecteur normal a la droite (AH).
On a donc:

(AH) : =3x—2y+c=0

Or A(5;6) € (AH) donc:

—3X5-2%X6+c=0

—15-124+c¢=0

—27+c=0

c=727

Ainsi, on a:

(AH) : —3x—-2y+27=0

IV. Equation de cercle
Définition
L'équation d'un cercle de centre Q (xq; yq) et de rayon R est (x — xq)* + (y — yo)* = R2.

Exemple 3 :
Soit le cercle € de centre K(2;2) et de rayon /5.

1. Déterminer une équation du cercle 6.
2. Quelle est la nature de I'ensemble & des points M (x; y) définis par (x — 1)? + (y + 1)> = 257
3. Déterminer les points d'intersection de € et &.

1.6:(x=22+0-22=+5
E:(x—22+(y-2)?%=5
2. L'ensemble & est le cercle de centre L(1; —1) et de rayon /25 = 5.
3. Il faut résoudre le systéme suivant:
{(96—2)2+(y—2)2 = 5
@=1D*+@+1)? = 25
{x2—4x+4+y2—4y+4 = 5
-2+ 1+y*+2y+1 = 25



2x-34+6y—-3 = 20
X -2+ 1+y*+2y+1 = 25
2x = 20+3+3-6y
-2+ 1+y*+2y+1 = 25
2x = 26— 06y
P =2x+1+y*+2y+1 = 25
{ x = 13-3y
-2+ 1+y*+2y+1 = 25
{ x = 13-3y
(13 =3y =213 =3+ 1 +y>+2y+1 = 25
{ x = 13-73y
169 — 78y +9y> =26 +6y+ 1 +y>+2y+1-25 = 0
x = 13-3y
10y> =70y +120 = 0

Résolvons la deuxieme équation du systéme. |l s'agit d'une équation du second degré.
A =(=70)> —4x 10x 120 = 100
A > 0 donc le polyndme admet deux racines:

—(=70)-/T00
V= —7%q0 =3
_ —(=70)+4/T00 _ 4
2= 2x10 -

D'OUX1=13—3y1=13—3X3=4
etx, =13 -3y, =13-3%x4=1

Les points d'intersections de & et € sont les points de coordonnées (4; 3) et (1;4).



