
Chapitre I - Les suites
Résumé

I. Raisonnement par récurrence

Raisonnement par récurrence : Si une propriété 𝒫(𝑛) est
vraie au rang 0 et si 𝒫(𝑘) vraie ⟹ 𝒫(𝑘 + 1) alors 𝒫(𝑛)
est toujours vraie.
Raisonnement par récurrence à partir d’un certain rang :
Si une propriété 𝒫(𝑛) est vraie au rang 𝑛0 et si 𝒫(𝑘) vraie
⟹ 𝒫(𝑘 + 1) alors 𝒫(𝑛) est toujours vraie à partir du rang
𝑛0.
Inégalité de Bernoulli : ∀𝑎 ∈ ℝ∗

+, ∀𝑛 ∈ ℕ, (1 + 𝑎)𝑛 ⩾ 1 + 𝑛𝑎

II. Limites de suites

Limite infinie :
lim

𝑛→+∞
𝑢𝑛 = +∞

⟺ (∀𝐴 ∈ ℝ, ∃𝑛0 ∈ ℕ, ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ⩾ 𝑛0 ⟹ 𝑢𝑛 ∈ [𝐴, +∞[)
lim

𝑛→+∞
𝑢𝑛 = −∞

⟺ (∀𝐴 ∈ ℝ, ∃𝑛0 ∈ ℕ, ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ⩾ 𝑛0 ⟹ 𝑢𝑛 ∈] − ∞; 𝐴])

Soit 𝑘 ∈ ℝ.
• Si 𝑘 > 0 alors les suites (𝑘𝑛), (𝑘𝑛2), (𝑘

√
𝑛) et (𝑘𝑒𝑛)

divergent vers +∞.
• Si 𝑘 < 0 alors les suites (𝑘𝑛), (𝑘𝑛2), (𝑘

√
𝑛) et (𝑘𝑒𝑛)

divergent vers −∞.
Limite finie :

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = ℓ ∈ ℝ
⟺ (∀𝐼 intervalle ouvert tel que ℓ ∈ 𝐼, ∃𝑛0 ∈ ℕ, ∀𝑛 ∈ ℕ,
𝑛 ⩾ 𝑛0 ⟹ 𝑢𝑛 ∈ 𝐼)

Soit 𝑘 ∈ ℝ.
Les suites ( 𝑘

𝑛 )
𝑛∈ℕ∗

, ( 𝑘
𝑛2 )

𝑛∈ℕ∗
, ( 𝑘√

𝑛 )
𝑛∈ℕ∗

et (𝑘𝑒−𝑛)𝑛∈ℕ
convergent vers 0.

Sans limite :Il existe des suites sans limite. On dit qu’elles
divergent.

Limite et comparaison :
• Soient (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ et (𝑣𝑛)𝑛∈ℕ deux suites convergentes

telles qu’à partir d’un certain rang, 𝑢𝑛 < 𝑣𝑛.
Alors lim

𝑛→+∞
𝑢𝑛 ⩽ lim

𝑛→+∞
𝑣𝑛

• Soient (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ et (𝑣𝑛)𝑛∈ℕ deux suites convergentes
telles qu’à partir d’un certain rang, 𝑢𝑛 ⩽ 𝑣𝑛.
On a alors :

– si lim
𝑛↦+∞

𝑢𝑛 = +∞ alors lim
𝑛↦+∞

𝑣𝑛 = +∞
– si lim

𝑛↦+∞
𝑣𝑛 = −∞ alors lim

𝑛↦+∞
𝑢𝑛 = −∞

• Théorème des gendarmes : Soient (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ, (𝑣𝑛)𝑛∈ℕ et
(𝑤𝑛)𝑛∈ℕ trois suites. Soit ℓ ∈ ℝ. Si :

– à partir d’un certain rang, 𝑢𝑛 ⩽ 𝑣𝑛 ⩽ 𝑤𝑛
– lim

𝑛↦+∞
𝑢𝑛 = lim

𝑛↦+∞
𝑤𝑛 = ℓ

Alors lim
𝑛↦+∞

𝑣𝑛 = ℓ

Convergence d’une suite :
Toute suite croissante et majorée converge.
Toute suite décroissante et minorée converge.
Toute suite croissante et non majorée diverge.
Toute suite décroissante et non minorée diverge.

Suite (𝑞𝑛) : Soit 𝑞 ∈ ℝ.
• Si 𝑞 ⩽ −1 alors (𝑞𝑛) n’a pas de limite.
• Si −1 < 𝑞 < 1 alors lim

𝑛→+∞
𝑞𝑛 = 0.

• Si 𝑞 = 1 alors lim
𝑛→+∞

𝑞𝑛 = 1.
• Si 𝑞 > 1 alors lim

𝑛→+∞
𝑞𝑛 = +∞.

La suite (𝑒𝑛) diverge vers +∞.
La suite (𝑒−𝑛) converge vers 0.

Somme de deux limites
Si lim

𝑛↦+∞
𝑢𝑛 = ℓ ℓ ℓ +∞ +∞ −∞

Et si lim
𝑛↦+∞

𝑣𝑛 = ℓ′ +∞ −∞ +∞ −∞ −∞
alors lim

𝑛↦+∞
𝑢𝑛 + 𝑣𝑛 = ℓ + ℓ′ +∞ −∞ +∞ 𝐹𝐼 −∞

Produit de deux limites
Si lim

𝑛↦+∞
𝑢𝑛 = ℓ ℓ > 0 ℓ > 0 ℓ < 0 ℓ < 0 +∞ +∞ −∞ 0

Et si lim
𝑛↦+∞

𝑣𝑛 = ℓ′ +∞ −∞ +∞ −∞ +∞ −∞ −∞ ±∞
alors lim

𝑛↦+∞
𝑢𝑛 × 𝑣𝑛 = ℓ × ℓ′ +∞ −∞ −∞ +∞ +∞ −∞ +∞ 𝐹𝐼

Quotient de deux limites
Cas où lim

𝑛↦+∞
𝑣𝑛 ≠ 0

Si lim
𝑛↦+∞

𝑢𝑛 = ℓ ℓ +∞ +∞ −∞ −∞ ±∞
Et si lim

𝑛↦+∞
𝑣𝑛 = ℓ′ ≠ 0 ±∞ ℓ′ > 0 ℓ′ < 0 ℓ′ > 0 ℓ′ < 0 ±∞

alors lim
𝑛↦+∞

𝑢𝑛
𝑣𝑛

= ℓ
ℓ′ 0 +∞ −∞ −∞ +∞ 𝐹𝐼

Cas où lim
𝑛↦+∞

𝑣𝑛 = 0
Si lim

𝑛↦+∞
𝑢𝑛 = ℓ > 0 ou +∞ ℓ < 0 ou −∞ ℓ > 0 ou +∞ ℓ < 0 ou −∞ 0

Et si lim
𝑛↦+∞

𝑣𝑛 = 0 avec 0 avec 0 avec 0 avec 0
∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑣𝑛 > 0 ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑣𝑛 > 0 ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑣𝑛 < 0 ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑣𝑛 < 0

alors lim
𝑛↦+∞

𝑢𝑛
𝑣𝑛

= +∞ −∞ −∞ +∞ 𝐹𝐼
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