
Chapitre II - Limites de fonctions
Résumé

Limite infinie en l’infini :
lim

𝑥→+∞
𝑓(𝑥) = +∞ ⟺ (∀𝐴 ∈ ℝ, ∃𝑎 ∈ [𝑥0; +∞[,

∀𝑥 ∈ [𝑥0; +∞[, 𝑥 ⩾ 𝑎 ⟹ 𝑓(𝑥) ∈ [𝐴; +∞[)
lim

𝑥→+∞
𝑓(𝑥) = −∞ ⟺ ∀𝐴 ∈ ℝ, ∃𝑎 ∈ [𝑥0; +∞[,

∀𝑥 ∈ [𝑥0; +∞[, (𝑥 ⩾ 𝑎 ⟹ 𝑓(𝑥) ⩽ 𝐴)
lim

𝑥→−∞
𝑓(𝑥) = +∞ ⟺ ∀𝐴 ∈ ℝ, ∃𝑎 ∈] − ∞, 𝑥0],

∀𝑥 ∈] − ∞, 𝑥0], (𝑥 ⩽ 𝑎 ⟹ 𝑓(𝑥) ⩾ 𝐴)
lim

𝑥→−∞
𝑓(𝑥) = −∞ ⟺ ∀𝐴 ∈ ℝ, ∃𝑎 ∈] − ∞, 𝑥0],

∀𝑥 ∈] − ∞, 𝑥0], (𝑥 ⩽ 𝑎 ⟹ 𝑓(𝑥) ⩽ 𝐴)
Limite finie en l’infini :
lim

𝑥→+∞
𝑓(𝑥) = ℓ ⟺ ∀𝐼 intervalle ouvert contenant ℓ,

∃𝑎 ∈ [𝑥0; +∞[, ∀𝑥 ∈ [𝑥0; +∞[, (𝑥 ⩾ 𝑎 ⟹ 𝑓(𝑥) ∈ 𝐼)
Limite infinie en un nombre réel :
lim
𝑥 → 𝑏

𝑥 < 𝑏

𝑓(𝑥) = +∞ ⟺ (∀𝐴 ∈ ℝ, ∃𝑎 ∈ [𝑥0; 𝑏[, ∀𝑥 ∈ [𝑥0; 𝑏[,

𝑥 ⩾ 𝑎 ⟹ 𝑓(𝑥) ∈ [𝐴; +∞[)
lim
𝑥 → 𝑏

𝑥 < 𝑏

𝑓(𝑥) = −∞ ⟺ (∀𝐴 ∈ ℝ, ∃𝑎 ∈ [𝑥0; 𝑏[, ∀𝑥 ∈ [𝑥0; 𝑏[,

𝑥 ⩾ 𝑎 ⟹ 𝑓(𝑥) ⩽ 𝐴)
lim
𝑥 → 𝑏

𝑥 > 𝑏

𝑓(𝑥) = +∞ ⟺ (∀𝐴 ∈ ℝ, ∃𝑎 ∈]𝑏; 𝑥0], ∀𝑥 ∈]𝑏; 𝑥0],

𝑥 ⩽ 𝑎 ⟹ 𝑓(𝑥) ⩾ 𝐴)
lim
𝑥 → 𝑏

𝑥 > 𝑏

𝑓(𝑥) = −∞ ⟺ (∀𝐴 ∈ ℝ, ∃𝑎 ∈]𝑏; 𝑥0], ∀𝑥 ∈]𝑏; 𝑥0],

𝑥 ⩽ 𝑎 ⟹ 𝑓(𝑥) ⩽ 𝐴)

Limite finie en un nombre réel :

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = ℓ ⟺
⎛⎜⎜
⎝

∀𝐽 intervalle ouvert tel que ℓ ∈ 𝐽,
∃𝐾 un intervalle tel que 𝑎 ∈ 𝐾,
∀𝑥 ∈ 𝐼, (𝑥 ∈ 𝐾 ⟹ 𝑓(𝑥) ∈ 𝐽)

⎞⎟⎟
⎠

Asymptotes : Une asymptote à la courbe 𝒞 est une droite vers
laquelle se rapproche 𝒞.
lim

𝑥→+∞
𝑓(𝑥) = ℓ ∈ ℝ ⟹ la droite d’équation 𝑦 = ℓ est une asymp-

tote horizontale à 𝒞𝑓
lim

𝑥→−∞
𝑓(𝑥) = ℓ ∈ ℝ ⟹ la droite d’équation 𝑦 = ℓ est une asymp-

tote horizontale à 𝒞𝑓
Théorème de minoration : Soient 𝑓 et 𝑔 deux fonctions telles que
pour 𝑥 proche de 𝑎, 𝑓(𝑥) ⩽ 𝑔(𝑥).
Si lim

𝑥→𝑎
𝑓(𝑥) = +∞ alors lim

𝑥→𝑎
𝑔(𝑥) = +∞.

Théorème de majoration : Soient 𝑓 et 𝑔 deux fonctions telles que
pour 𝑥 proche de 𝑎, 𝑓(𝑥) ⩽ 𝑔(𝑥).
Si lim

𝑥→𝑎
𝑔(𝑥) = −∞ alors lim

𝑥→𝑎
𝑓(𝑥) = −∞.

Théorème d’encadrement, dit des gendarmes : Soient 𝑓, 𝑔 et ℎ
trois fonctions telles que pour 𝑥 proche de 𝑎, 𝑓(𝑥) ⩽ 𝑔(𝑥) ⩽ ℎ(𝑥).
Si lim

𝑥→𝑎
𝑓(𝑥) = lim

𝑥→𝑎
ℎ(𝑥) = ℓ alors lim

𝑥→𝑎
𝑔(𝑥) = ℓ.

Limite et composition de fonctions :Soient 𝑓 une fonction définie
sur un intervalle 𝐼 et 𝑔 une fonction définie sur un intervalle 𝐽
telles que ∀𝑥 ∈ 𝐼, 𝑓(𝑥) ∈ 𝐽. Soit 𝑎 in 𝐼 et 𝑏 = lim

𝑥→𝑎
𝑓(𝑥).

Si lim
𝑋→𝑏

𝑔(𝑋) existe alors lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑓(𝑥)) = lim
𝑋→𝑏

𝑔(𝑋)

• Fonction racine carrée
lim

𝑥→+∞

√
𝑥 = +∞

• Fonction carrée
lim

𝑥→+∞
𝑥2 = +∞

lim
𝑥→−∞

𝑥2 = +∞

• Fonction cube
lim

𝑥→+∞
𝑥3 = +∞

lim
𝑥→−∞

𝑥3 = −∞

• Fonction puissance
Soit 𝑛 ∈ ℤ.
Si 𝑛 > 0 et pair alors
lim

𝑥→−∞
𝑥𝑛 = +∞

Si 𝑛 > 0 et impair alors
lim

𝑥→−∞
𝑥𝑛 = −∞

Si 𝑛 < 0 alors lim
𝑥→−∞

𝑥𝑛 =
0
Si 𝑛 = 0 alors lim

𝑥→−∞
𝑥𝑛 =

1

• Fonction inverse
lim

𝑥→+∞
1
𝑥 = 0+

lim
𝑥→−∞

1
𝑥 = 0−

• Fonction exponentielle
lim

𝑥→+∞
𝑒𝑥 = +∞

lim
𝑥→−∞

𝑒𝑥 = 0
∀𝑛 ∈ ℤ :
lim

𝑥→+∞
𝑒𝑥

𝑥𝑛 = +∞
lim

𝑛→−∞
𝑥𝑛𝑒𝑥 = 0

• Fonction racine carrée
lim
𝑥→0

√
𝑥 = 0

• Fonction inverse
lim
𝑥 → 0
𝑥 > 0

1
𝑥 = +∞

lim
𝑥 → 0
𝑥 < 0

1
𝑥 = −∞

Somme de limites
Si lim

𝑥→𝑎
𝑓(𝑥) = ℓ ℓ ℓ +∞ +∞ −∞

Et si lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) = ℓ′ +∞ −∞ +∞ −∞ −∞
Alors lim

𝑥→𝑎
𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) = ℓ + ℓ′ +∞ −∞ +∞ 𝐹𝐼 −∞

Produit de limites
Si lim

𝑥→𝑎
𝑓(𝑥) = ℓ ℓ > 0 ℓ > 0 ℓ < 0 ℓ < 0 +∞ +∞ −∞ 0

Et si lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) = ℓ′ +∞ −∞ +∞ −∞ +∞ −∞ −∞ +∞ ou −∞
Alors lim

𝑥→𝑎
𝑓(𝑥) × 𝑔(𝑥) = ℓ × ℓ′ +∞ −∞ −∞ +∞ +∞ −∞ +∞ 𝐹𝐼

Quotient de limites
Cas où lim

𝑥→𝑎
𝑔(𝑥) ≠ 0

Si lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = ℓ ℓ +∞ +∞ −∞ −∞ +∞ ou −∞
Et si lim

𝑥→𝑎
𝑔(𝑥) = ℓ′ ≠ 0 +∞ ou −∞ ℓ′ > 0 ℓ′ < 0 ℓ′ > 0 ℓ′ < 0 +∞ ou −∞

Alors lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)
𝑔(𝑥) = ℓ

ℓ′ 0 +∞ −∞ −∞ +∞ 𝐹𝐼
Cas où lim

𝑥↦𝑎
𝑔(𝑥) = 0

Si lim
𝑥↦𝑎

𝑓(𝑥) = ℓ > 0 ou +∞ ℓ < 0 ou −∞ ℓ > 0 ou +∞ ℓ < 0 ou −∞ 0
Et si lim

𝑥↦𝑎
𝑔(𝑥) = 0 0 0 0 0

avec avec avec avec
𝑔(𝑥) > 0 𝑔(𝑥) > 0 𝑔(𝑥) < 0 𝑔(𝑥) < 0

Alors lim
𝑥↦𝑎

𝑓(𝑥)
𝑔(𝑥) = +∞ −∞ −∞ +∞ 𝐹𝐼


