Chapitre VI - Vecteurs, droites et plans de ’espace

Définition : A tout couple (A, B) de points de Iespace, on
associe le vecteur Zﬁ ot AB est le vecteur associé a la trans-
lation qui transforme A A en B.

Un vecteur de ’espace AB est défini par sa direction (la droite
(AB)), son sens (de A vers B) et sa norme (la longueur AB,
notée |AB]).

Remarque : La translation qui transforme un point A en
lui-méme est la translation de vecteur AA.

Le vecteur AA est appelé vecteur nul et est noté 0.

On a donc HOH =0.

Propriété : Deux vecteurs sont égaux s’ils ont méme direc-
tion, méme sens et méme norme.

Remarque : Le vecteur nul n’a ni direction ni sens.
Définition : Si deux vecteurs sont égaux alors on dit que
I'un est un représentant de l'autre.

Définition : Soient % un vecteur de I’espace et A et B deux
points de I’espace.

On appelle opposé du vecteur % le vecteur, noté —u, de méme
direction, de méme norme mais de sens opposé.

Si @ = AB alors —7 = BA

Propriété : Soient A, B, C et D quatre points de I'espace.
Les vecteurs AB et DC sont égaux si et seulement si le
quadrilatere ABCD est un parallélogramme (éventuellement
aplati).

Définition : Soit ABCD un parallélogramme.

La somme des vecteurs AB et AD est le vecteur AC.

AB+ AD = AC
Relation de Chasles :

pace.
La somme des vecteurs AB et BC est le vecteur AC

Soient A, B et C trois points de ’es-

AB+ BC = AC

Propriété : Soient A et B deux points de l'espace. Soit
A e R N .
Le produit de A par le vecteur AB est le vecteur noté AAB.
AL_G;C AAB on:t; la méme direction.
IAB| = NIAB.

e SiA>0alors AB et AAB sont de méme sens. Si A <0

alors AB et AAB sont de sens contraires.

Remarque : Soit ¥ un vercteur de l’espace.
0T =0
Propriété : Soient @ et ¥ deux vecteurs de I’espace. Soient
A et pu deux nombres réels.

e MW+ V) =AU +\T
e N+p)d =20 +pud
o Api) = (M)U

Définition : Soit n € N*. Soient A, Ay, ..., A,, des nombres
; . — —> — y

réels. Soient uy, Uy, ..., u,, des vecteurs de l’espace.

Tout vecteur de la forme U = A\ju; + Aty + ... + A, 4, est

, . . e . — —> — »

appelé combinaison linéaire des vecteurs uq, Uy, ..., u,,. Défi-
oy y — — e s . .

nition : Deux vecteurs de I'espace u et v sont colinéaires si

et seulement si il existe A € R tel que T = \u.

Remarque : Le vecteur nul est donc colinéaire a n importe

quel vecteur de I’espace puisque pour tout vecteur @ de l’es-

pace, on a 0=0w

Propriété : Deux vecteurs non nuls sont colinéaires si et

seulement si ils ont la méme direction.

Propriété : Trois points de l'espace A; B et C sont alignés
si et seulement si les vecteurs AB et AC sont colinéaires.
Définition : Soient A et B deux points de Iespace.
La dr01te (AB) est I'ensemble des points M de l’espace tels
que AM = )\AB ou X € R.
Le vecteur AB est alors un vecteur directeur de la droite
(AB).

= {M|3x € R, AM = \AB}

Remarque : On peut donc définir une droite par un point
A et un vecteur directeur @. On peut alors la noter d(A, U).
Ainsi M € d(A, ) <= IN€R,AM =T

Ou encore d(A, W) = {MB)\ ER,AM = \4d

Définition : Soient A, B et C trois points de ’espace non
alignés.

Le plan (ABC) est 'ensemble des points M tels que AM =
)\ABJruAC’ou)\E[RetuG R.

Les vecteurs AB et AC sont appelés vecteurs directeurs du
plan (ABC).

(ABC) = {M|3) € R, 3u € R, AM = AAB + piAC'}

Remarque : On peut donc définir un plan par un point A
et deux vecteurs directeurs % et ¥ non colinéaires. On peut
alors la noter P(A, U, 7).

Ainsi M € P(A,4,7) < IR Iye [R,@: xd +yv
Ouencore P(A, U0, 7)={M|3x € R,Jy € R, AM = 27 + y?f}
Définition : Quatre points A, B, C et D qui sont dans le
méme plan sont dit coplanaires.

Définition : Soient 2, U et @ trois vecteurs de ’espace.
Soient O A Bet C quatre points de l'espace tels que
OA = OB — Tet OC =

Les vecteurb U, U et W sont coplanaires si et seulement si les
points O, A, B et C sont coplanaires.

Propriété : Soient 2, U et @ trois vecteurs de ’espace.
Les vecteurs u, U et w sont coplanaires si et seulement si le
vecteur W est une combinaison linéaire des vecteurs o et v.
Autrement dit :

Les vecteurs %, v et W sont coplanaires si et seulement si il
existe A € R et pu € R tels que W = \u + u¥.

Remarque : Le vecteur nul est co_lglanalre avec n’importe
quel couple de vecteurs @ et ¥ car 0 = 04 + 07
Définition : On appelle base de ’espace un triplet ( j k)
de vecteurs non coplanaires et deux a deux non cohnealreb
Définition : Un repere de l'espace est composé d’un point
O et d’une base ( k)

e
On le note (O; 7, 7, 7;)
Remarque :

e Siles droites d(O, 7), d(O, 7) et d(O, l_;) sont perpen-
diculaires deux a deux alors le repére est orthogonal.

« Si, de plus, les vecteurs |7 | = | 7] = ||E|| =1, alors le
repére est orthonormé.
Définition et propriété : Soit <_>, _>, E) une base de ’es-
pace.

Pour tout vecteur u, il ex1ste un unlque triplet (x;y;2) de
nombres réels tel que ¥ = x s y] + k.
Ce triplet (x;y; 2) est appelé coordonnées du vecteur .
x
On note @ | v
z



- = >
Remarque : Dans une base (z 57, k), on a :

3 0 O 3 Z O ° ] 1 Ld k 0
0 0 0 1

—_ —> >

Propriété : Soit une base (z s 7, k)

Soit @ et ¥ deux vecteurs de I’espace dont les coordonnées
/

T T
respectives dans cette base ont | y | et | ¢ | avec z, 2/, ¥,
z Z
y’, z et 2’ six nombres réels.
Soit A € R.
On a :
T+’ Az
e (W+T)|y+y o (\) | Ny
z+ 2 Az

Définition : Soit (O; 7, 7, 75) un repere de l'espace.

Soit M un point de ’espace. . oL
Si il existe trois réels x, y et z tels que OM =x1i +yj + zk
alors (z;y; z) sont les coordonnées du point M dans le repére
(O; 7, 7, 7{?)

T est appelé abscisse, y ordonnée et z la cote du point M dans
ce repere.

coi s . - = > R ,
Propriété : Soit (O; 1,7, k) un repere de ’espace.
Soient A et B des points de 'espaces de coordonnées respec-
tives dans ce repére (z4;y4;24) €t (Tp;Yp; 25) avec T4, Tp,
Yas Y, 24 €t zp six nombres réels.

, T — Tz

.
e Les coordonnées du vecteur AB sont | yp — y4
ZB T %A

o Les coordonnées du milieu du segment [AB] sont

(mA+IB . Yat¥yp. zatzp )
2 ) 2 ) 2

e Deux vecteurs sont colinéaires si et seulement si leurs
coordonnées sont proportionnelles.

Définition : Soit (O; 7, 7, 7;) un repere de l'espace.
a
Soient A(x 4;y4;24) un point de 'espace et U | b
c

un vec-

teur non nul de ’espace.
Pour tout point M (z;y; z) de la droite d(4; @), il existe t € R
tel que :

r=x4+at

Y=y, +bt

z=zA+ct

Ce systeme est appelé représentation paramétrique de la
droite (d)

Soient (d) et (d’) deux droites de vecteur directeurs respectifs u et u’.

_
U et v’ sont colinéaires

— —7 e s s
u et u’ ne sont pas colinéaires

(d) et (d") sont (d) et (d") sont
coplanaires et coplanaires
strictement paralléles et confondues

(d) et (d") sont (d) et (d") sont
coplanaires non coplanaires
et sécantes

(d)

,,,,,,,,,,,,,

: @

1 (d)

Soient (d) une droite de I'espace de vecteur directeurs @ et P un plan de 'espace de vecteurs directeurs ¥ et w.

— —> — -
u, U et w sont coplanaires

- — — .
u, U et W ne sont pas coplanaires

La droite (d) et le plan P
Sont strictement paralleles

La droite (d) est incluse
dans le plan P

La droite (d) et le plan P
sont sécants




Soient P et P’ deux plans de 'espace.

P et P’ ont méme direction P et P’ n’ont pas la méme direction
P et P’ ont P et P’'n’ont pas P ot P sont séeants
(au moins) un point commun de point commun P
Les plans sont strictement

Les plans sont confondus L’intersection est une droite

paralléles

,,,,,,,,,,,,,

Les points du plans 7

/
AecPet Ac? n’appartiennent pas au plan P’

d)=PNP

Théoréeme du toit : Soient 2 une droite et P, et P, deux plans de l’espace.
Si D est paralleles aux deux plans P, et P, alors elle est aussi parallele a leur intersection.

D[] P
D//P, = D//D’
D =P NP

Propriété Soient P, et P, deux plans paralleles de I'espace.
Tout plan sécant a I'un est sécant a I'autre et les droties d’intersections sont paralléles.

{5"1//5"2 . {?2//?7é(2)

WD, =PNP,et Dy =PNP
PP, #0 D,//Dy, Lo 2



