Chapitre VIII - Orthogonalité dans ’espace

Définition : Soit @ et ¥ deux vecteurs de l'espace. Soient

A, B et C trois points de I'espace tels que les Vecteurb AB et

AC soit des representants des vecteurs ¥ et vU. Le produit

scalaire de W par U, noté u©.v, est égal au produit scalaire

AB.AC.

Remarque : Dans la Définition précédente, les points A, B

et C sont dans le plan (ABC). Donc les Propriétés du produit

scalaire dans I’espace sont les mémes que dans le plan.
—ETC—ABXACXCOS(B/\AC)

En appelant H le projeté orthogonal du point C sur la droite

(AB),on a 4.7 = AB.AC = AB.AH

Propriété : Soient 1, U et W trois vecteurs de ’espace. Soit

keR.

u? = =|u|?

.U =v.u

U(V+W) =400 +u.w

k(d.7) = (kW). ¥ = 4.(kT

|7+ 7)? = |2]? + 2.7 + | 7|
|7 —7)? = |2 — 2.7 + | V|
(@ =) (d+7) = |d]* - |7
7.7 =3 (17 + 7P =2 - |7]?)
70 =5 (|7 + [T~ 7~ - 717

Déﬁnltlon : Deux vecteurs @ et v sont orthogonaux si et
seulement si 2.7 = 0.

Remarque : Le vecteur 0 est donc orthogonal a tout autre
vecteur.

Définition : Deux droites (d) et (d’) de I'espace sont ortho-
gonales s’il existe une droite paralléle & (d) qui est perpendi-
culaire a (d”).

Propriété : Soient (d) et (d’) deux droites de I’espace de
vecteurs directeurs respectifs @ et U. Les droites (d) et (d’)
sont orthogonales si et seulement si ©@.7 = 0.

Propriété : Si deux droites sont paralleles alors toute droite
orthogonale & I'une est orthogonale a 'autre.

Si deux droites sont orthogonales alors toute parallele a I'une
est orthogonale a ’autre.

Définition : Une droite est orthogonale a un plan si et seule-
ment si elle est orthogonale a deux droites sécantes de ce
plan.

Propriété : Soit la droite (d) dirigée par le vecteur u. Soit
le plan P dirigé par les vecteurs ¥ et @ non colinéaires. (d)
est orthogonale & P si et seulement si 7.7 =0 et ©.wW = 0.

Propriété : Une droite (d) est orthogonale a un plan P si
et seulement si elle est orthogonale a toutes les droites de ce
plan.

Définition : Soit  un plan dirigé par deux vecteurs non

colinéaires u et ©v. Tout vecteur non nul 7 orthogonal &
et U est appelé vecteur normal au plan 2.

Propriété : Soit A un point de I’espace. Soit 7 un vecteur
non nul de I'espace. L’ensemble des points M de 'espace tels
que AM.7 = 0 est le plan passant par A de vecteur normal
7.

Remarque : On peut donc définir un plan par la donnée

d’un point et d’un vecteur normal.

Définition : Soit  un plan de I'espace et A un point de
Pespace. Il existe une unique droite (d) orthogonale au plan
P passant par le point A. La droite (d) coupe le plan P en
un unique point H appelé projeté orthogonal du point A sur
le plan P.

Définition : Soit (d) une droite de l'espace et A un point
de Pespace. Il existe une unique droite (d’) perpendiculaire
a la droite (d) passant par le point A. La droite (d") coupe
la droite (d) en un unique point H appelé projeté orthogonal
du point A sur la droite (d).

Propriété : Soit P un plan de I'espace et A un point de
lespace. Soit H le projeté orthogonal du poin A sur le plan
P. H est le point de P le plus proche de A.

Propriété : Soit P un plan de lespace et A un point de
Iespace. Soit H le projeté orthogonal du point A sur le plan
P. Soit 7 un vecteur normal du plan 7. Pour tout point M
du plan P, on a AH =
Propriété : Soit (d) une droite de espace. Soit A un point
de l’espace. Soit H le projeté orthogonal de A sur (d). Le
point H est le point de (d) le plus proche de A.

Propriété : Soit (d) une droite de I’espace de vecteur direc-
teur 7. Soit B un point de la droite (d). Soit A un point de
lespace. Soit H le projeté orthogonal de A sur (d). La distance

. \2
de A a (d) est la distance AH avec AH? = AB? — (Bé;“)

1]

Définition : Soit (O; 7, 7, 75) un repere de l'espace. Si
—> —> - — — > — -
i.j=7.k= k.izoetsiHi||:|\j\|:HkH:lalorsla

base i, j, k) est dite orthonormée et le repere (O; i, 7, k)
est dit orthonormé.

- = -

Propriété Soit (¢, 7, k) une base orthonormé. Soit
x
% |y | un vecteur de ’espace dont les coordonnées sont

z

données dans cette base. Alors |U| = /22 + y? + 22

Propriété Soit (i, 7, k) une base orthonormé. Soit
x x’
Zly]| et ¥y | deux vecteurs de I’espace dont les co-
’
z z

ordonnées sont données dans cette base. Alors w.©v =
xx’ +yy + 22

Propriété Soit  (O; _: _>, 7@’}) un repere ortho-
normé. Dans ce repere, on considéere deux points
Alygiyasza) et B(zgiypizp). On a  AB =

V(eg —24)? + (yp —ya)? + (25 — 24)?

Propriété : On munit 'espace d’un repeére orthonormé.
a

Un plan de vecteur normal 7 | b
c

ar+by+cz+d=0oudeR.

Cette équation est appelée équation cartésienne du plan.

a, b, ¢, d étant quatre nombres réels tels que a, b et ¢

sont non tous nuls, ensemble des points M (z;y; z) tels que

a une équation de la forme

a
ax + by + cz+d = 0 est un plan de vecteur normal 7 (b) .
¢



