
Chapitre VIII - Orthogonalité dans l’espace

Définition : Soit #»𝑢 et #»𝑣 deux vecteurs de l’espace. Soient
𝐴, 𝐵 et 𝐶 trois points de l’espace tels que les vecteurs

#    »

𝐴𝐵 et
#   »

𝐴𝐶 soit des représentants des vecteurs #»𝑢 et #»𝑣 . Le produit
scalaire de #»𝑢 par #»𝑣 , noté #»𝑢 . #»𝑣 , est égal au produit scalaire
#    »

𝐴𝐵.
#   »

𝐴𝐶.
Remarque : Dans la Définition précédente, les points 𝐴, 𝐵
et 𝐶 sont dans le plan (𝐴𝐵𝐶). Donc les Propriétés du produit
scalaire dans l’espace sont les mêmes que dans le plan.
#»𝑢 . #»𝑣 =

#    »

𝐴𝐵.
#   »

𝐴𝐶 = 𝐴𝐵 × 𝐴𝐶 × cos(𝐵𝐴𝐶)
En appelant 𝐻 le projeté orthogonal du point 𝐶 sur la droite
(𝐴𝐵), on a #»𝑢 . #»𝑣 =

#    »

𝐴𝐵.
#   »

𝐴𝐶 =
#    »

𝐴𝐵.
#    »

𝐴𝐻
Propriété : Soient #»𝑢 , #»𝑣 et #»𝑤 trois vecteurs de l’espace. Soit
𝑘 ∈ ℝ.
#»𝑢 2 = #»𝑢 . #»𝑢 = || #»𝑢 ||2
#»𝑢 . #»𝑣 = #»𝑣 . #»𝑢
#»𝑢 .( #»𝑣 + #»𝑤) = #»𝑢 . #»𝑣 + #»𝑢 . #»𝑤
𝑘( #»𝑢 . #»𝑣 ) = (𝑘 #»𝑢). #»𝑣 = #»𝑢 .(𝑘 #»𝑣 )
|| #»𝑢 + #»𝑣 ||2 = || #»𝑢 ||2 + 2 #»𝑢 . #»𝑣 + || #»𝑣 ||2
|| #»𝑢 − #»𝑣 ||2 = || #»𝑢 ||2 − 2 #»𝑢 . #»𝑣 + || #»𝑣 ||2
( #»𝑢 − #»𝑣 ) ( #»𝑢 + #»𝑣 ) = || #»𝑢 ||2 − || #»𝑣 ||2
#»𝑢 . #»𝑣 = 1

2 (|| #»𝑢 + #»𝑣 ||2 − || #»𝑢 ||2 − || #»𝑣 ||2)
#»𝑢 . #»𝑣 = 1

2 (|| #»𝑢 ||2 + || #»𝑣 ||2 − || #»𝑢 − #»𝑣 ||2)
Définition : Deux vecteurs #»𝑢 et #»𝑣 sont orthogonaux si et
seulement si #»𝑢 . #»𝑣 = 0.
Remarque : Le vecteur #»0 est donc orthogonal à tout autre
vecteur.
Définition : Deux droites (𝑑) et (𝑑′) de l’espace sont ortho-
gonales s’il existe une droite parallèle à (𝑑) qui est perpendi-
culaire à (𝑑′).
Propriété : Soient (𝑑) et (𝑑′) deux droites de l’espace de
vecteurs directeurs respectifs #»𝑢 et #»𝑣 . Les droites (𝑑) et (𝑑′)
sont orthogonales si et seulement si #»𝑢 . #»𝑣 = 0.
Propriété : Si deux droites sont parallèles alors toute droite
orthogonale à l’une est orthogonale à l’autre.
Si deux droites sont orthogonales alors toute parallèle à l’une
est orthogonale à l’autre.
Définition : Une droite est orthogonale à un plan si et seule-
ment si elle est orthogonale à deux droites sécantes de ce
plan.
Propriété : Soit la droite (𝑑) dirigée par le vecteur #»𝑢 . Soit
le plan 𝒫 dirigé par les vecteurs #»𝑣 et #»𝑤 non colinéaires. (𝑑)
est orthogonale à 𝒫 si et seulement si #»𝑢 . #»𝑣 = 0 et #»𝑢 . #»𝑤 = 0.
Propriété : Une droite (𝑑) est orthogonale à un plan 𝒫 si
et seulement si elle est orthogonale à toutes les droites de ce
plan.
Définition : Soit 𝒫 un plan dirigé par deux vecteurs non
colinéaires #»𝑢 et #»𝑣 . Tout vecteur non nul #»𝑛 orthogonal à #»𝑢
et #»𝑣 est appelé vecteur normal au plan 𝒫.
Propriété : Soit 𝐴 un point de l’espace. Soit #»𝑛 un vecteur
non nul de l’espace. L’ensemble des points 𝑀 de l’espace tels
que

#     »

𝐴𝑀. #»𝑛 = 0 est le plan passant par 𝐴 de vecteur normal
#»𝑛 .
Remarque : On peut donc définir un plan par la donnée
d’un point et d’un vecteur normal.

Définition : Soit 𝒫 un plan de l’espace et 𝐴 un point de
l’espace. Il existe une unique droite (𝑑) orthogonale au plan
𝒫 passant par le point 𝐴. La droite (𝑑) coupe le plan 𝒫 en
un unique point 𝐻 appelé projeté orthogonal du point 𝐴 sur
le plan 𝒫.
Définition : Soit (𝑑) une droite de l’espace et 𝐴 un point
de l’espace. Il existe une unique droite (𝑑′) perpendiculaire
à la droite (𝑑) passant par le point 𝐴. La droite (𝑑′) coupe
la droite (𝑑) en un unique point 𝐻 appelé projeté orthogonal
du point 𝐴 sur la droite (𝑑).
Propriété : Soit 𝒫 un plan de l’espace et 𝐴 un point de
l’espace. Soit 𝐻 le projeté orthogonal du poin 𝐴 sur le plan
𝒫. 𝐻 est le point de 𝒫 le plus proche de 𝐴.
Propriété : Soit 𝒫 un plan de l’espace et 𝐴 un point de
l’espace. Soit 𝐻 le projeté orthogonal du point 𝐴 sur le plan
𝒫. Soit #»𝑛 un vecteur normal du plan 𝒫. Pour tout point 𝑀
du plan 𝒫, on a 𝐴𝐻 = | #    »𝐴𝑀. #»𝑛 |

|| #»𝑛 ||
Propriété : Soit (𝑑) une droite de l’espace. Soit 𝐴 un point
de l’espace. Soit 𝐻 le projeté orthogonal de 𝐴 sur (𝑑). Le
point 𝐻 est le point de (𝑑) le plus proche de 𝐴.
Propriété : Soit (𝑑) une droite de l’espace de vecteur direc-
teur #»𝑢 . Soit 𝐵 un point de la droite (𝑑). Soit 𝐴 un point de
l’espace. Soit 𝐻 le projeté orthogonal de 𝐴 sur (𝑑). La distance

de 𝐴 à (𝑑) est la distance 𝐴𝐻 avec 𝐴𝐻2 = 𝐴𝐵2 − (
#   »𝐵𝐴. #»𝑢
|| #»𝑢 || )

2

Définition : Soit (𝑂; #»𝑖 , #»𝑗 , #»𝑘 ) un repère de l’espace. Si
#»𝑖 . #»𝑗 = #»𝑗 . #»𝑘 = #»𝑘 . #»𝑖 = 0 et si || #»𝑖 || = || #»𝑗 || = || #»𝑘 || = 1 alors la
base #»𝑖 , #»𝑗 , #»𝑘 ) est dite orthonormée et le repère (𝑂; #»𝑖 , #»𝑗 , #»𝑘 )
est dit orthonormé.
Propriété : Soit ( #»𝑖 , #»𝑗 , #»𝑘 ) une base orthonormé. Soit

#»𝑢 ⎛⎜
⎝

𝑥
𝑦
𝑧
⎞⎟
⎠

un vecteur de l’espace dont les coordonnées sont

données dans cette base. Alors || #»𝑢 || = √𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2

Propriété : Soit ( #»𝑖 , #»𝑗 , #»𝑘 ) une base orthonormé. Soit

#»𝑢 ⎛⎜
⎝

𝑥
𝑦
𝑧
⎞⎟
⎠

et #»𝑣 ⎛⎜
⎝

𝑥′

𝑦′

𝑧′

⎞⎟
⎠

deux vecteurs de l’espace dont les co-

ordonnées sont données dans cette base. Alors #»𝑢 . #»𝑣 =
𝑥𝑥′ + 𝑦𝑦′ + 𝑧𝑧′

Propriété : Soit (𝑂; #»𝑖 , #»𝑗 , #»𝑘 ) un repère ortho-
normé. Dans ce repère, on considère deux points
𝐴(𝑥𝐴; 𝑦𝐴; 𝑧𝐴) et 𝐵(𝑥𝐵; 𝑦𝐵; 𝑧𝐵). On a 𝐴𝐵 =
√(𝑥𝐵 − 𝑥𝐴)2 + (𝑦𝐵 − 𝑦𝐴)2 + (𝑧𝐵 − 𝑧𝐴)2

Propriété : On munit l’espace d’un repère orthonormé.

Un plan de vecteur normal #»𝑛 ⎛⎜
⎝

𝑎
𝑏
𝑐
⎞⎟
⎠

a une équation de la forme

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0 où 𝑑 ∈ ℝ.
Cette équation est appelée équation cartésienne du plan.
𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 étant quatre nombres réels tels que 𝑎, 𝑏 et 𝑐
sont non tous nuls, l’ensemble des points 𝑀(𝑥; 𝑦; 𝑧) tels que

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0 est un plan de vecteur normal #»𝑛 ⎛⎜
⎝

𝑎
𝑏
𝑐
⎞⎟
⎠

.


