Chapitre XII - Calcul intégral

Définition : Soit un repere orthogonal (O;m, m) L’unité d’aire, notée u.a., est l'aire du rectangle OIKJ ou K(1;1).
Définition : Soit € une courbe représentative dans un repeére orthogonal (O;Uj, 53) d’une fonction f continue et positive
sur un intervalle [a;b], avec @ € R, b € R et a < b. Le domaine délimité par la courbe €, I'axe des abscisses et les droites
d’équations x = a et x = b est appelé aire sous la courbe €. L’aire, exprimée en u.a., du domaine situé sous la courbe € est
appelé intégrale de a a b de la fonction f. Elle est notée j: f(z)dx.

Remarque et Propriétés :

 Pour toute fonction f continue et positive sur I'intervalle [a;b], avec a € R, b € R et a < b, fab f(z)dz > 0.

. j(; b f(x)dz ne dépend que de f et de [a;b]. 11 est indépendant du choix des unités sur les axes.

e On dit que = est une variable muette car elle ne se retrouve pas dans le résultat. On peut donc noter indifféremment

[ fayde = [* fe)de = [* fu)du= ..

. /aaf(:c)dx:0

e On peut parfois profiter de 'invariance de l'aire par translation ou symétrie pour calculer une intégrale.

Théoreme : Soit f une fonction continue positive sur un intervalle I. Soit a € I. La fonction F, : z € I j(; * f(t)dt est la
primitive de la fonciton f sur I telle que F,(a) = 0.

Propriété : Soit F une primitive d'une fonction f continue positive sur 'intervalle I. Soient a € Tet b € I. On a j(;b flz)dx =
F(b) — F(a) que I'on note aussi j;b flz)dz = [F(x)]z

Théoréme : Toute fonction continue sur un intervalle admet des primitives.

Théoreme : Soit f une fonction continue sur un intervalle I. Soit a € I. La fonction F, : x € I faw f(t)dt est la primitive

de la fonciton f sur I telle que F,(a) = 0.
Propriété (linéarité de ’intégrale) : Soient f et g deux fonctions continues sur l'intervalle I. Soient a € et b€ I. On a :

o [P+ @)de = [ f(a)de + [ g(z)do
e VAER, ["A)(@)de = A [" f(a)dz

Propriété (relation de Chasles) : Soit f et g deux fonctions continues sur l'intervalle I. Pour tout réels ¢, d, e de I'intervalle
d e e

Lona [* f(x)dz+ [ f(z)dz = [ f(z)dz b

Propriété : Soit f une fonction continue sur l'intervalle I. Soient a € I et b € I. On a jl;a flz)dx = — fa f(z)dz

Propriété : Pour toute primitive F' d’une fonction f continue sur un intervalle I. fab f(z)de = F(b) — F(a) avec a et b deux

éléments de I. On note aussi j: flo)dx = [F(m)}l;
Propriété : Soit f une fonction continue sur U'intervalle [a;b] avec a € R et b € R tels que a < b.

o SiVaz € [a;b], f(x) >0, alors fab f(z)dz > 0.

o SiVz € [a;b], f(x) <0, alors j;bb f(z)dx < 0.

Propriété : Soient f et g deux fonctions continues sur lintervalle [a;b] avec a € R et b € R tels que a < b. Si Va €
[a;b], f(z) < g(x), alors fab flx)dz < fab g(z)dz.

Propriété : Soient f et g deux fonctions continues sur l'intervalle [a;b] avec a € R et b € R tels que a < b. On note C et C,
les courbes représentatives des fonctions f et g dans un repére orthogonal.

De plus, Vz € [a;b], f(x) < g(z). L’aire comprise entre les deux courbes et délimité par les droites d’équation x = a et z = b
szut :

J 9(@) — f(z)dz

Définition : Soit f une fonction continue sur un intervalle [a; b], avec @ € R, b € R et a < b. La valeur moyenne de la fonction
[ sur [a;b] est le nombre réel p tel que p = ;- fab f(z)dz

Remarque : Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a;b], avec a € R, b € R et a < b. Soient m le minimum
de fsur [a;b] et M le maximum de f sur [a;b]. La valeur moyenne de f sur sur [a; b] est comprise entre m et M : m < pu < M.
Propriété (intégration par parties) : Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I telles que u’ et v” soient
continues sur I. Soient a € [ et b € I.



