
Chapitre XV - Concentration - Loi des grands nombres

Propriété (Inégalité de Bienaymé-Tchebichev) : Soit
𝑋 une variable aléatoire d’espérance 𝜇 et de variance 𝑉.
∀𝛿 ∈ ℝ∗

+, ℙ(|𝑋 − 𝜇| ⩾ 𝛿) ⩽ 𝑉
𝛿2

Remarque : L’inégalité de Bienaymé-Tchebichev indique
que la probabilité d’obtenir une valeur distante de 𝜇 de plus
de 𝛿 est inférieure à 𝑉

𝛿2 .
De plus, ℙ(|𝑋 − 𝜇| ⩾ 𝛿) = 1 − ℙ(|𝑋 − 𝜇| < 𝛿)
Donc ℙ(|𝑋 − 𝜇| ⩾ 𝛿) ⩽ 𝑉

𝛿2 ⟺ 1 − ℙ(|𝑋 − 𝜇| < 𝛿) ⩽ 𝑉
𝛿2 ⟺

1 − 𝑉
𝛿2 ⩽ ℙ(|𝑋 − 𝜇| < 𝛿)

Donc l’inégalité de Bienaymé-Tchebichev permet d’écrire que
la probabilité d’obtenir une valeur distante de 𝜇 de moins de
𝛿 est supérieure ou égale à 1 − 𝑉

𝛿2 .
Propriété (Inégalité de concentration) : Soit 𝑛 ∈ ℕ avec
𝑛 ⩾ 2. On considère 𝑛 variables aléatoires 𝑋1, 𝑋2, ..., 𝑋𝑛 in-
dépendantes, identiques suivant la même loi de probabilité

d’espérance 𝜇 et de variance 𝑉. On note 𝑀𝑛 = 1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

𝑋𝑖 la

variable aléatoire moyenne. Alors :
∀𝛿 ∈ ℝ∗

+, ℙ(|𝑀𝑛 − 𝜇| ⩾ 𝛿) ⩽ 𝑉
𝑛𝛿2

Propriété (Loi des grands nombres) : Soit 𝑛 ∈ ℕ avec
𝑛 ⩾ 2. On considère 𝑛 variables aléatoires 𝑋1, 𝑋2, ..., 𝑋𝑛
indépendantes, identiques suivant la même loi de probabilité

d’espérance 𝜇 et de variance 𝑉. On note 𝑀𝑛 = 1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

𝑋𝑖 la

variable aléatoire moyenne. Alors :
∀𝑡 ∈ ℝ∗

+, lim
𝑛→+∞

ℙ(|𝑀𝑛 − 𝜇| ⩾ 𝑡) = 0
Remarque : La loi des grands nombres indique que peu
importe la valeur de 𝑡 > 0, la probabilité de l’événement
|𝑀𝑛 − 𝜇| ⩾ 𝑡 se rapproche de 0 lorsque 𝑛 devient très grand.


